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CHARLES JORDAN 
1871—1959 


CHARLES JORDAN, former professor of the Economic University of Buda- 
yest, doctor of the University of Genéve, corresponding member of the 
dungarian Academy of Sciences, honorary president of the Janos Bolyai 
Mathematical Society, member of the International Statistical Institute, honorary 
ellow of the Royal Statistical Society, fellow of the Institute of Mathematical 
statistics and of other scientific societies, died at the age of 88 on 24 De- 
ember 1959. He contributed a great deal to the development of probability 
heory, statistics and their applications. 

He knew the classical works of the XVII—XIX centuries on probability 
erhaps better than anybody else. The classical theory of probability received 
| final touch by his hands; he completed and extended many results of 
~ASCAL, FERMAT, BERNOULLI, MONTMORT, MOIVRE, LAPLACE, POISSON, POINCARE 
tc. His critical study of the classidal theory helped the development of modern 
oncepts. His book “Calculus of finite differences’ published in 1939 contains 
nany important new results (the theory of Stirling’s number, of Boole poly- 
iomials, extension of the Euler—MacLaurin formula, a new interpolation for- 
nula etc.). In a book published in 1956 in Hungarian entitled “Chapters from 
he classical theory of probability’ he collected the results of his rich life-work. 

Professor MAURICE FRECHET has sent an address to the Hungarian 
\cademy of Sciences at the occasion of the death of CHARLES JORDAN from 
yvhich we reproduce the following words: 


1 Acta Mathematica XI 1—2 


“Je viens d’apprendre avec grand regret la mort de CHARLES JORDAN. 
C’est une grande perte pour la science hongroise et pour la science en général. 
Je ne connais pas toute l’oeuvre de CHARLES JORDAN... Mais ce que je sais 
de cette oeuvre suffit pour entrainer mon admiration et provoquer le regret 
qu’elle n’ait pas attiré toute l’attention qu’elle mérite.... CHARLES JORDAN 
avait publié un ouvrage sur le Calcul des différences qui était et est encore 
un véritable trésor de formules et de méthodes utiles.... Enfin, j’ai toujours 
trouvé auprés de CHARLES. JORDAN I’accueil le plus courtois et le plus amical.” 

CHARLES JORDAN was born on 16 December 1871 in Budapest. He 
studied at the universities of Paris, Zurich, Manchester and Genéve. From 
1920 he lectured at the Economic University of Budapest, first as a privat- 
dozent and later as a professor. A list of his works has been published in 
the journal Matematikai Lapok (7 (1956), pp. 291—294) containing 85 items. 


SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES INTEGRALES 
DES ESPACES DE FONCTIONS CONTINUES 
A VALEURS VECTORIELLES 


Par 
I. SINGER (Bucarest) 
(Présenté par B. Sz.-Naay) 


1. Soient Q un espace compact, E et F deux espaces de Banach réels, 
7(Q, F) Vespace de Banach de toutes les fonctions continues y(-) sur Q a 
aleurs dans F, avec la norme ||y(-)|| == max ||y(q)||,,,. et uw une application 


=. . : « 
inéaire continue de C(Q, F) dans le dual E’ de l’espace E. 

D’aprés [2], définition 7 et proposition 28, l’application u est “intégrale’”’, 
i la forme linéaire U sur’ C(Q, F)@E définie par 


1) o> W(J@x] = S cx wy. y(-)€C(Q,F) %€E (i=1,...,2) 


st continue pour la norme sur C(Q,F)@E induite par C(Q, F)OE. La . 
norme intégrale’”’ |\u||,,, de Vapplication u n’est autre que la norme de la 
orme linéaire U. 

D’aprés une définition de [1], l’application u est “majorée” s’il existe 
ur Q une mesure de Radon positive v, appelée “‘majorante”’ de u, telle que 


2) lay)||S | liv @)|lp4”(q) pour toute y(-) € C(Q, F). 


Yans ce cas il existe sur Q une plus petite mesure de Radon positive satis- 
aisant a (2), désignée par w et appelée plus petite majorante de u. 


1 Rappelons que, si A et-B sont deux espaces de Banach, on définit la “norme 
iductive” \Y sur A@B par 
lthy Fy Sy Pe O82 (a € A’, D' EB), 
a’||= 
jo’ |jS1 
| qu’on désigne par A®B le complété de A@B pour la norme vy. 
Rappelons aussi, puisque nous lutiliserons dans ce qui suit, qu’on définit la “norme 
rojective” A sur A@B par 
[pl ink lal) HOH 


i ’infimum est pris pour toutes-les représentations dep sous la forme p= 20,80, 


-qu’on désigne par A@B le complété de A@B pour la norme A. 
Pour plus de détails concernant les produits tensoriels normés, voir [2] et [3]. 
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Dans la présente Note nous nous proposons d’examiner les relation 
entre ces deux classes d’applications linéaires. continues ainsi qu’entre | 
norme intégrale et la norme de la plus petite majorante des application 
linéaires simultanément majorées et intégrales. Dans le cas particulier, 0 
‘F=R= a droite numérique munie de la norme habituelle, ce probléme 
été résolu dans la Note antérieure |6], ot l’on a démontré qu’une applicatio 
linéaire intégrale de C(Q,R)—C(Q) dans E’ est intégrale si et seulemer 
si elle est majorée, et qu’alors sa norme intégrale est égale 4 la norme d 
sa plus petite majorante. Dans le cas général des applications de C(Q, F 
dans E’, ott F est un espace de Banach réel arbitraire, la situation est dif 
férente. Dans ce cas, le théoréme 1 ci-dessous donnera une réponse complet 
au probléme envisagé. 


2. Dans ce qui suit, nous aurons besoin du 


LEMME 1. L’espace C(Q, F )OE s’identifie a l' espace de Banach C(Q, F OE 


° ° 2 8 ° ore 
de toutes les fonctions continues sur Q, ad valeurs dans F®E. Cette identifi 
cation conserve les normes naturelles. 


DEMONSTRATION. Désignons par C(Q) l’espace de Banach de toutes le 
fonctions réelles continues sur Q. En vertu de [2], p. 89—90 et d’une pro 
priété d’associativité,” on a les suivants isomorphismes isométriques: 


C(Q, F)®E=(C(QSFISE=C(QHK(FRE)=C(Q, FSE). 


3. THEOREME 1. Toute application linéaire intégrale u de C(Q, F) dan 
E’ est majorée, et 


(3) ; ell S Walline- 
_ Pour que la réciproque soit vraie, c’est-d-dire pour que toute application linéair 


2 Cette propriété d’associativité est probablement bien connue; sa démonstration e: 
d’ailleurs facile. 


n 
Rappelons qu’a tout > y,(-)@x;,;EC(Q,F)@E on fait correspondre !’élémer 
i=l 


[2.028] de C(Q, F@E) défini par 


[> ¥; (-)@x,; 


(q) = = Y¥(N@xX;. EQ); 


n js n 
pour abréger, nous écrirons > y;(-)@x; au lieu de b> y; Oex,| (-). 


Rappelons aussi, puisque nous ’utiliserons plus tard, qu’une identification analogu 
est aussi valable pour L'(Q, », F)@E et L'(Q,v, F@E). 
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majorée de C(Q, F) dans E’ soit intégrale, il faut et il suffit que lapplica- 


tion linéaire canonique. J de FE dans FE soit un isomorphisme vectoriel 
topologique du premier espace sur le second, et dans ce cas on a 


(4) | 2 llint S [|| [eel 


DEMONSTRATION. I°° Soit uw une application linéaire intégrale de C(Q, F) 
dans &’. Alors la forme linéaire U définie par (1) est continue sur C(Q, F)@E 


pour la norme induite par C(Q, F)S&E, donc U, son prolongement par con- 
tinuité 4 C(Q, F)®E, c’est-a-dire (lemme 1) a C(Q,F@E), est majorée.® 
Il existe donc sur Q une mesure de Radon positive vy telle que 


[UvO@al|s | ly@|-Ixldr@, VE CQA), XEE 


(puisque ||y(9)®@x| pe» = IY @)llel|Xll~ Pour chaque g € Q), donc (formule (1)) 
telle que 


<x, uy(-)>|S ||| Jiix@lar@, y-)EC(QF), xEE, 
d’ot 


er |— sup Kx, axl = [@iare. ¥-) €C(Q, F), 
c’est-a-dire l’application u est majorée par v. 
Il s’ensuit aussi que toute majorante de U est une majorante de uw. 
Par conséquent, si » est la plus petite majorante de u et la plus petite 


majorante de U, on a uXa, d’ou 
lle] Sol] =| Ol] == [2 lline 


ce qui n’est autre que |’inégalité (3). 
2° Soit w une application linéaire majorée de C(Q,F) dans E’ et soit 


y une majorante de uw. Alors, en vertu de (2), on peut prolonger par conti- 
nuité uw en une application linéaire continue a@ de l’espace L'(Q,v,F) des 


' 3 Rappelons (voir p. ex. [6]) qu’une forme linéaire ® sur C(Q, F ®£E) est continue 
si et seulement si elle est majorée; on dit que ® est majorée s’il existe sur Q une mesure 
Je Radon positive » telle que z 


PIX S [I XU) lpg = 4°) pour toute X(-)EC(Q, FRE). 


De plus, dans ce cas on a || @|| =||/a||, ou w désigne la plus petite majorante da ®. 
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fonctions 4 valeurs dans F et absolument sommables pour v, muni de la 
norme ||z(-)||,= =|ll2@edr@) dans E’, et l’on aura 
(2’) _— ||az(-)\|Sllz@)||, pour toute z(-) €L'(Q, , F). 
Prolongeons la forme linéaire U sur C(Q, F)@E définie par (1), en une 
forme linéaire U sur jd day v,F)QE, en posant par définition 
6) OS2Vexl=Six a, aevQnF), wee 
(fee 13. n). 


CommeL'(Q,7,F)OE=[L'(Q,)8F]GE=L'(Q,r)@(FOLEV=L(Q,v,FBE) 
(voir [2], p. 59, théoréme 2 et p. 51, fin du §1), par (5) et (2’) on aura 


alors, pour toute “fonction simple” Z(-)= > ¢.,(-)wi, ou 
i=l 


=> Wert Fee (yO €F, x0 €E; K=1,...,m;i=1,...,20) 


et les es <Q sont des ensembles boréliens deux-a-deux sans point commun 
tels que U e; = Q, et ol! gy, désigne la fonction caractéristique de e;, 


ire wi=|O pspston ex? || = 


a S De Y, alg.,()y | s = > > Kx?, dg.) D>1S 


% mi 


PP ie PUates As 3 isla too — a 


=| Se Sloe iiiPliar@. 


Q 


Or, comme ||Will pgp = int S |y0| \|xi?||, le inf étant pris pour toutes les 


expressions > yi’ @x € F@E telles que w;= S y’@xt?, et comme les 
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e:©Q sont deux-a-deux sans point commun, il s’ensuit que 
O1Z0) =|2 > HOI lleee arta)— JZ Irae 170)! 


Par conséquent, la rah linéaire U définie par 6) est bornée sur un sous-_ 
espace vectoriel partout dense’ de L'(Q, », F&E) pour la norme induite par 


4 En effet, si l’on avait |U[Z(-)]| >> $e, (g) || wi || deoy existerait ut 
i=1 


FQE 
nombre « >0O tel que e 
(*) DIZON > e+ | S94 | Mill gp 17). 
t=] 


’ Q 


mi ; d 
D’autre part, il existe des expressions pS Waexi? =w; ((=1...., 2) telles que IWillree laa 


“1 east 


———= > 5 1 yO HI} x@ |. @=1,..., 0), Poo . 


| U[Z(- nfs ge (9) S live? IM ell de) = 


< > Si yang re wor) o- Jr QI Mill eed) +e 
Q 


contrairement a (+). 
5 Soit, en effet, Z(-)€L1(Q,v, F) quelconque et soit e >0. On sait bien qu’on ae 


n 
alors trouver une > ge;(-)h;, ol les e-©Q sont des ensembles: boréliens deux-a-deux 
i=l 


se 2 * 
sans point commun tels que || e;= Q et oth, EC F@E ((=1,..., 2) telle que 
i=! 
~ Ps 
1Z@- THOM geeO< 5 
Q 
D’autre part, on peut trouver des w,€ F@E tels que 


. é 
salt ere ~~ P=) Ra 


Il s’ensuit, compte tenu de S Pe, “(Q=1, Pinégalité désirée 


fi z@-> Ge, (9) W; \InQndrQ)<e« 
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L'(Q, », FE). On peut donc prolonger UO par continuité a L'(Q, 7, F®E) 
entier et on aura, en désignant ce prolongement encore par U, 


(AZ) S{|Z@llroud7(q) pour toute Z(-)€L'(Q, v, FOE), 
Q 


donc, en particulier, pour toute Z(-) € C(Q, FOE). 

Supposons maintenant que |l’application linéaire canonique J de FRE 
dans F®E soit un isomorphisme vectoriel topologique du premier espace 
sur le second. Alors l’inégalité ci-dessus entraine 


OXON SI | J \|X(g)|lvex4v(g) pour toute X(-)€C(Q, FOE). 


Or, cela prouve, en considérant la mesure »’=||J~"||y, que la forme 
linéaire U sur C(Q,F)@E définie par (1) peut étre prolongée en une forme 
linéaire majorée U sur C(Q, FE), donc en une forme linéaire continue sur 
C(Q, FE), c’est-a-dire (lemme 1), en une forme linéaire continue. sur 
C(Q, F)®E. Par conséquent, l’application linéaire u de C(Q, F) dans E’ est 
intégrale. 

Il s’ensuit aussi qu’on a, pour toute majorante » de u et toute 
yi(-)€C(Q,F), x CE (f==1,-5.,.2); 


| y| Sx.Oex| — ‘Tie | (q)@xi ent’ DE 
=I ilrlimax| Sx@ex|,. > 


d’oli, compte tenu du lemme 1, 


tin = ONS Mee ll 
ce qui n’est autre que l’inégalité (4). 
3° Supposons enfin que toute application linéaire majorée de C(Q, F) 
dans E” soit intégrale. Nous montrerons qu’alors les ensembles (FOEY et 
(FEY sont identiques. En effet, comme en vertu de |’interprétation de ces 
duals ona (FEY C(F SE), on n’a qu’a montrer l’inclusion opposée 
(F @EY (FE). Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe une 


fe (FOEY, fE(FOEY. Cela signifie que l’application linéaire de F dans E’ 
qui correspond a f et que nous désignerons par f, est continue mais non 
intégrale. Nous disons qu ‘alors application linéaire continue u de C(Q;F ) 
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dans E’, définie par | 

(6) uy()=f@Q), y(-)€C(Q, F), 

oll go est un point fixé (d’ailleurs quelconque) de Q, est majorée, mais on 
intégrale, contrairement 4 notre hypothése. En effet, d’une part 


Whe =lIV@) Ile SIF Ix@ll=J I|¥)||-4"(), 


ol vy =||f\|@,—=1a masse +||f|| dans le point q,; donc u est majorée. D’autre 
part, comme f est une application linéaire non intégrale de F dans E’, on 
pent trouver (voir [2], définition 7 et proposition 28) une suite d’ éléments 


> yaxt (k) k= 1,2%,') de FE telle que 


\ a 


. ny ny 
(7) 2x”, Pod |Ek| S Wax” rap K12-.): 


Or, pour les fonctions y‘(-) € C(Q, F) définies par 
YD) Vor. € Q:, Elyse Mikal, 2). 0), 


on aura alors, en vertu de (6) et i 


a [> ax” | , uyP()>| = 
FLY anh = kmax 8 YQOx.” | 


KET, ; ‘ 


donc, compte tenu du lemme 1, la forme linéaire U définie par (1) est non 


bornée sur C(Q, F)@E pour la norme induite par C(Q, F) ©E; c’est-a-dire, 
lapplication linéaire uw est non intégrale. Cela achéve la démonstration 


de l’égalité (FQEY =(FSEY. Or, en vertu de [2], lemme 15, cette égalité 
entraine que l’application linéaire canonique / de FRE dans FOE est un 
isomorphisme vectoriel topologique du premier espace sur le second. 

Le théoréme 1 est démontré. 

~ REMARQUE 1. Dans le cas particulier 01 F= R= la droite numérique 
munie de la norme habituelle, l’application linéaire canonique / de FOE 


dans FOE est un isomorphisme isométrique (donc |[/||=1) du premier 
espace sur le second, et on retrouve du théoréme 1 ci-dessus le théoréme 1 


de la Note [6]. 
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REMARQUE 2. Dans Ia partie 3° de la démonstration ci-dessus nous avons 
donné, en passant, une méthode de construire, chaque fois ot la condition 
de la deuxiéme partie du théoréme 1 n’est pas satisfaite, un exemple simple 
d’une application linéaire majorée non intégrale u de C(Q, F) dans 2% 


REMARQUE 3. Si F ou E est de dimension finie, la ‘condition de la 
deuxiéme partie du théoréme J, c’est-a-dire la condition que |’application 


linéaire canonique J de F&E dans FOE soit un isomorphisme sur, est tou- 
jours satisfaite. Réciproquement, d’aprés une hypothése de GROTHENDIECK 
({2], p. 153, ou [4], § 6), il est possible que cette condition ne soit satisfaite 
que si F ou E est de dimension finie; en tout cas, c’est vrai pour certains 
espaces de Banach E ou F concrets (voir [2], chap. I, § 4, no. 5). D’ailleurs, 
“en vertu du théoréme 1, I’hypothése ‘ci-dessus de GROTHENDIECK serait 
démontrée, si l’on pouvait construire, pour chaque couple E, F d’espaces de 
Banach de dimension infinie, une application linéaire majorée non intégrale 
u de C(Q, F) dans E. . 


4, La démonstration ci-dessus du théoréme 1 s’appuie directement sur 
la définition des applications linéaires- intégrales, resp. majorées. En utilisant 
les théorémes de représentation intégrale de telles applications, on peut don- 
ner une autre démonstration du théoréme 1, qui semble étre plus courte 
(toutefois, la méthode précédente ne perd pas son intérét; voir la remarque 
faite, 4 ce propos, dans [6)). 

_ Notamment, on a le suivant théoréme de représentation intégrale:° 


(A) Pour qu’une application linéaire continue u de C(Q,F) dans E’ soit 
intégrale, il faut et il suffit quil existe une fonction unique f. définie sur les 
ensembles boréliens e<Q, a valeurs dans l’espace de toutes les applications 
linéaires intégrales de F dans E’ muni de la norme intégrale, complétement 
additive, a variation bornée et réguliére, telle que 


(8) Wy) =] <¥@) df,>, y-)EC(Q F) 
(intégrale de Radon—Gowurin). Dans ce cas, on a 
(9) — Mlhgy = SUP fll 


ou le sup est pris pour toutes les partitions finies de Q en ensembles boréli- 
ens disjoints e;. 


6 Remarquons que dans le cas ot F@E est séparable, on peut aussi obtenir un 
autre théoréme de représentation intégrale des applications linéaires intégrales de C(Q, F) 


dans E’, a l'aide d’un théoréme de représentation de GrotHENpDIEcK ({2], proposition 32) 
et du lemme 1. 
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DEMONSTRATION. Soit uw une application linéaire intégrale de C(Q, F) 
dans E’. Alors la forme linéaire U définie par (1) est continue sur C(Q, F)QE 


pour la norme induite par C(Q, F)SE, donc, en prolongeant U par conti- 


nuité 4 C(Q, F)OE et compte tenu du lemme 1, UE[C(Q, FOB). En vertu 
du [5], théoréme 1, il existe donc une fonction unique f, définie sur les 


ensembles boréliens ec Q, a valeurs dans (FREY, complétement additive, a 
variation bornée et réguliére, telle que l’on ait, pour tout x € E, g;(-) € C (Q), 
yer (i==1,..., 2), 


(x.0]390»])— u| Sat yy@x |= > Mtoe 
et que 


(10) | Allne = II Ul] = Var fe = 


oii le sup est pris pour toutes les partitions finies de Q en ensembles boré- 
liens disjoints e;. 

Donc, en désignant pour chaque ensemble borélien ec Q par f, l’appli- 
cation linéaire intégrale de F dans E’ qui correspond a f,, c’est-a-dire l’appli- 
cation f. définie par 


EX AVI Ve SCE, YY CF, Ee 


4 


la premiére des quantités ci-dessus sera égale a’ : 
Sf emacs, 40>=| Sfo@ato|c—([cX near) oo. 
Il soe que | : 
Sor] =[SeOrdhr eC we Gaba m 
free Q 


d’ot, compte tenu du fait que_l’ensemble des > 9;(-)y: est dense dans 
i=1 


C(Q,.F), de la continuité de uw et du fait que f, est a variation bornée, 


“ubpOl=|[<r@,dfr> pour toute y(-) €C(Q, F): 
Le | 


7 Les deux derniéres égalités sont immédiates en vertu des définitions des trois 
intégrales qui y figurent. 
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En vertu de (10) et de l’égalité ||f.||=||f-||,,.2 0 aura aussi (9). Enfin, 
f. est évidemment complétement additive, réguliére, et univoquement déter- 
minée par u. : 

Soit, réciproquement, f, une fonction définie sur les ensembles boreé- 
liens ec Q, a valeurs dans l’espace de toutes les applications linéaires inté- 
grales de F dans E’ muni de la norme intégrale, complétement additive, 
a variation bornée et réguliére. L’application u de C(Q,F) dans E’ définie 
par (8) est alors linéaire sur l’espace C(Q, F); l’inégalité 


J<v@, df,>| = max |iy(@)| sup > lela YOK CQ F), 
gEQ = 
Q 
(ot le sup est pris pour toutes les partitions finies de Q en ensembles 
boréliens disjoints e;) entraine qu’elle est aussi bornée. En vertu de ce qui 
précéde, f. est la seule fonction d’ensemble complétement additive, a varia- 


tion bornée et réguliére satisfaisant a (8) et l’on a 
ll Vhint = sup = IFeillint 


(oii le sup est pris comme ci-dessus), ce qui achéve la démonstration. 
D’autre part, on a aussi ({1], théoréme 2): 


(B) Pour quune application linéaire continue u de C(Q,F) dans E" 
soit majorée, il faut et il suffit quwil existe une fonction unique f, définie sur 
les ensembles boréliens e<Q, a valeurs dans lespace de toutes les applica- 
tions linéaires continues de F dans E’ muni de la norme habituelle, comple- 
tement additive, a variation bornée et réguliére, telle que 


: uy(-)=|<yQ)s dfs ¥-)€ C(Q F) 
Q 


(intégrale de Radon—Gowurin). Dans ce cas on a, pour la plus petite majorante 
i“ deu, 


|e Var f.—sup S Ufa 


ou le sup est pris pour toutes les partitions finies de Q en ensembles boréliens 
disjoints e;. 


Cela étant, on peut démontrer théoréme 1 comme suit: 
1°° Comme toute application linéaire intégrale f de F dans E’ est 


continue et comme ||f\|=||f\,,,, (A). et (B) entrainent que toute application 
linéaire intégrale u de C(Q, F) dans E’ est majorée et -que {||| =||z!| 


int? 
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2°° Si application linéaire canonique J de FSE dans FSE est un 
isomorphisme vectoriel topologique du premier espace sur le second, sa trans- 


posée ‘J est un isomorphisme de (FOE) sur F(®EY, donc toute application 
linéaire continue f de F dans E’ est alors intégrale et |{/\|,,,=1|(/) ‘Il Ill = 
=|l\J° || ||f||. Par conséquent, en vertu de (B) et (A) toute application linéaire 
majorée de C(Q,F) dans E’ est alors intégrale, et ||u||,,=||J~|\.||u|\. 

3°° Si toute application linéaire majorée de C(Q,F) dans E’ est 
intégrale, on a (FOEY = (FSEY. En effet, s’il existait une FE (FREY, 
FE(FOEY, application linéaire continue u de C(Q,F) dans E’ définie par 
(6) serait, en vertu de (B) et (A) et compte tenu de /[y(q.)]= | <y(q),df,>,01 


_\f pour e354, 
ie= O pour eq, 


majorée mais non intégrale, contrairement a l’hypothése. Or, en vertu de [2], 
lemme 15, l’égalité (FEY = (FREY entraine que l’application linéaire cano- 


nique / de FOE dans FE est un isomorphisme vectoriel topologique du 
premier espace sur le second, ce qui achéve la démoastration. 


(Regu le 27 mai 1959.) 
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SOME FINITE SUMMATION FORMULAS ~ 
OF ARITHMETIC CHARACTER. II 


By 
L. CARLITZ (Durham, USA) 
(Presented by P. TurAn) 


1. Generalizing some results of MIKOLAS [2] and MorDELL [3], 
yriter [1] has proved the following theorem : 


Let fi(x), ..-, fn(x) be functions of x of period \ that satisfy the equation 


1.1) lene t)— CH) F,(kx) (i=1,...,n), 


r=U 


or arbitrary integral k=1, and where C\ is independent of x. Also let 
l,-.-,@, be positive integers that are relatively prime in pairs and put 
A —=102...Qn. Then we have 


kA-I F ‘ . 
1.2) Dhara) tle tag) 


k-1 
= co vee cen S Alar +4) ce seldom 
r=0 k 


vhere X1,...,X» are arbitrary. 


The functional equation (1.1) is suggested by the multiplication formula 
or the Bernoulli polynomials and functions. The Euler polynomials E,,(x) 
ind the corresponding functions E£,,(x) defined by 


En (x) — E(x) (0 == PB 1), En(x + |)= a5, En (x), 
mn the other hand, satisfy 


k-1 
3) >, (1) E (x + 4 =k” E,(kx), 
r==0 
vhere now k is restricted to odd values. More generally, if we put 


a Pret > ome, 95 #1) 


ind} assume that ¢ is a primitive e-th root of woitte 1, then @,,(x, 6) 
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satisfies 
(1. 4) pits Dy (x+ _ :]— k * D,, (kx, ¢), 


provided kK=1 (mod e). For e=2, Dy (x, —1) = En (x) and (1. 4) reduces to 
(1.3). If we define ®,,(x,¢) by means of | 
(1.5) ®u(x, 2) == On(x, 6) (OSxX<1), On(xt+1,2) =F" D(x, 2), 


then ®,,(x,¢) also satisfies (1. 4). 
In view of the above it seems natural to consider functions f(x, 6) that 
satisfy 


(1.6) FOI, =S4%,5) 
and ; | ie 
(1.7) SeeetL, l= cher, 


where ¢ is a primitive e-th root of unity, C® is independent of x and 
k=1 (mode). For e=1, €=1, (1.7) reduces to (1.1); for e=2, c=—l, 
f(x, —1) =E,,(x), (1.7) reduces to (1.3), while for e = 2, f(x, 6) — D(x, 5), 
(1.7) reduces to (1. 4). We shall prove the following theorem: 


THEOREM 1. Let n2=1; &1,...,€n 21; let & denote a primitive e;-th 
root of unity. Let fi(x,%:) be functions that satisfy 


(1. 8) fi(x +1, 6) = Sr" fix, &) (i=1,...,a) 
and 
k-1 
(1. 9) 2 Sih (x+ a &) = CPx, ci), 
where C\" is independent of x and 
(1. 10) k=1 (mode), 


where e is the least common multiple of e1,...,@n. Also let ay,...,Q, 66 
positive integers that are relatively prime in pairs and such that 

(it) a; =1 (mod e) (i=1,...,n); 

put A=aya....a,. Then we have 


kA-1 


(1. 12) Soo... [at oe, ae Axa Ey. t) = 


=C 3 ot.. Ont fant, i] a vate a 
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where } 
(1. 13) Seer OV Ce: 


2. We remark that in the left member of (1.12) the sum may be ex- 
tended over any complete residue system (mod KA), while in the right mem- 
ber the sum may be extended over any complete residue system (mod &). 
Indeed, if we replace r by r+kA on the left, we get, using (1.8), (1. 10), 


Al. 11), | 
foi sh bt fle + ae | sees (x. 


| : | Nara A 
== (01 toe a) *alatso+4, | sen fe kone t, |= 


ay Qn 


- r+1 »-A/a, [Gy : r oan 
71 (RS as ee + ai Alnt ae oi). flats bi} 


ees ti. filet dys t|. 


On the right side, if we replace ie by r+k, we get 


(fi Oiore Ea fix ees ’ ti). Sn (x4 shee 5 ase fe é 2) are 


= Pee api [n+ taal nto al 


To prove the theorem it will be convenient to modify somewhat the 
method of proof used in [1]. To begin with we replace the summation index 
n the left member of (1.12) by ks+¢, where s runs through a complete 
residue system (mod A) and ¢ a complete residue system (mod k). Thus, if 
S stands for the left side of (1.12), it is evident from (1. 10) that 


k-1 2 ” Ss t 
i. 1) S= 2h eee bn ete Ci o- reali [nto+c% ’ i] eae 


S t 
hlat ete, t. 


Put 
¥ A=02...Un = Q;A; (i ==. 1 foe, tt) 3 


since the a; are relatively prime in pairs, it follows that (Ai, A2,..., An) a i: 
Thus we may put if) 
2. 2) $s — Aisi+ Aose+ +++ + AnSn; 


2 Acta Mathematica XIH—2 
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when s runs through a complete residue system (mod A), each s; will run 
through a complete residue system (mod a,) and conversely. We have by (2. 2) 


Aisi+:: sHAnSn __ = SA i Si ie AiSi . 


Q; Q; Qi 


since a;|A; for i=&/, it is clear that the first fraction on the right is an in- 
teger which by (1.11) is congruent to s—s; (mode,). Applying (1. 8) we get 


S t = ~8+8; ay Si f 
flate+ce. ae if( + 24 Ft). 
Consequently, (2. 1) becomes 


k 
sat. > tt. bias 


t=0 s;(mod a;) a 


A, n : AiSi t 
. Ab cers e +o, J= Soe . VERS nyilat 4 ti). 


—r  s,(mod a;) 


Now the inner sum is evidently equal to 


Aisi f. ase le 
Ci fifa A test] = 


s;(mod aj) 


— > ad (eee t)— cM pant, ti, 


r; (mod a;) 


if we observe that in the left member of (1.9) the summation may be ex- 
tended over any complete residue system (mod k). Hence we get 


k-1 
| S= cy” eee coi) D1 eee ae (a.x +7 ’ i] oe «in (aux.-++ ? t. 


This evidently completes the proof of (1. 12). 


3. Some special cases of Theorem 1 may be noted. Since (1. 10) is the 
only condition on k, we may in particular take k= 1. Then (1. 12) reduces to 


(3. 1) pales. ss basi [are fi] facfa{ actos tl 
== C f,(aix1, $1)... fa(@nXn» Su), 


subject to the condition stated in Theorem 1. This result may be thought of 
as an immediate generalization of (1. 7). 
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For fi (x, 6) = ®,,(x, ), (1. 12) becomes 
Ak-1 
8.2 ice ec, D.. ( a 
G2) So. LB to eb)... Bey (xt a2, 5 


k-1 : ) 
ae C >, 515 sas Cu Dyn, [axit-% , 7 vag Dy, (2.2, “f + ) c), 


ZI r—0 
where 


C a,”'a an" fi Ne 
4. The formula 
k-1 
r r m 

(4. 1) 2,(-1) Be E -- 4] = Qh-1 Ewn-1(kX) (k even) 
relating the Euler to the Bernoulli polynomials, as well as the more general relation 

k-1 

rz r m 

(4. 2) 2s Bal x+4 t)— C—hr Dy s(kx, c), 


where C¥—1, C1, suggest the possibility of a further extension of (1. 12). 
Let f(x, °) be a function that satisfies (1.6) and (1.7), where ¢ is a primi- 
tive e-th root of unity. Let c be a fixed integer==1 (mode) and let » be 
a ce-th root of unity such that C= 7°. Now put 


e-1 
(4.3) S arp{x+4, 1] = Kretex 
where K is independent of x. Then in the first place 
e-] 
KOng(cx+ 1,9) = S artgxt ath F ‘= 
r=0 


e-1 ie 
= Svs[et Le} set1 9-109. 
Using (1.6) this reduces to 
(4. 4) g(x+1,)=1' 8 9). 
In the next place, if k==-1 (mod ce), 


k-1 


ee r erik ee ies. 
KO > ag Apne at v Srt|t+G+s.1)= 
1 


s==0 
k-1 e-1 r+sk rhe i? f 
] paiee: Chins joe es el ck’ 7 ri 
k-1 c- r S ] e-3 k-1 . i r s | 
some eb wie pi Ss 48 eae ee te ee I cee 
=> Sn (= ag scare ae = 2of Ae Mee 


» Sle S OCW 
=C® > nf ——+—-, C/= KOC™ gi(kx, 1). 
s=() Cc Cc / 
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Assuming K“ +0, we have therefore proved 
k-1 
(4.5) DEE E fa + | =Cg(kx,n)  (k=1 (mod ce)), 


r=0 


where C is defined by (1. 7). 
We have incidentally proved that 


ck-1 J ; 
(4. 6) 2 nf [x + — P = KOC g(ckx, n) (k=1 (mod e)). 


It is accordingly convenient to put 
(4. 7) K“® = KOC, 


We remark that, by (1.6) and (4.4), the summations occurring in (4. 3), 
(4.5), (4.6) may, in each instance, be extended over arbitrary complete 
residue systems. 

In (4.3) 7 may be replaced by wm, where is any c-th root of unity. 
It then follows easily that 


(4.8) fx, )—*> Sg(cx, on), 


the summation extending over all c-th roots of unity. Indeed, from (4.6) we 
get the somewhat more general result 


k-1 ro Ker) 7 
(4. 9) Siete, t)— AO Se(ckx, on) (k=1 (mod e)), 
which reduces to (4.7) for k=1. 


5. We shall now prove the following theorem: 
THEOREM 2. Let k=l: n2=13 €1,:..,€n.= 15 C1;.--,€n 2&1. Let ©; be 


a primitive e;-th rooth of unity and let n; be a c;e;-th root of unity such that 
Cini. Let fi(x, oi) be functions that satisfy (1.8) and (1.9) and put 


c;-1 
r r a 
(5. 1) Saa(x+t, ts) = Keg (ox, ni) (=a lan 
r=0 Ci ae 
Let a1,...,@n be positive integers that are relatively prime in pairs and such that 
(5. 2) a;|ci, a;s=1 (modcey (i= ],...,2), 


where c is the least common multiple of c1,...,Cn and e is the least common 
multiple of e:,...,@n. Then if A=aydz...a, and 


(5. 3) k=1 (mod ce), 
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we have 
(5. 4) QM: h(t, ¢ ore A arabe ty es t}— 


= K > ii... 21 [ax sedis : n] ame (ee . ne) 
where 
(5. 5) K= K™ K® _., Ken. 
We remark first that the summations in (5.4) may be extended over 


arbitrary residue systems and secondly that it follows from (4. 6) and (5. 1) that 


aj-1 


(5. 6) s ni Si ete, “|= K“) gi(a;x, ni) (f= 1)5.:;, 7). 


The proof of the theorem is similar to the proof of Theorem 1. We- 
first replace r by ks-+f, so that, if S stands for the left member of (5. 4), 
we have by (5. 3) 


SH Qemhevtin Det Ni ss. rfi(ate tot)... flute 2 pt: 
In the inner sum we employ (2. 2); we remark that by (5. 2) 
S=As;=s; (mod ce) (f=) Cee 5). 
‘Consequently, the inner sum becomes - 
oy Hts (stat gee 8) = LL aera aarp) 


by (5.6). The theorem now follows at’ once. 
6. If we take c:—=---—C,, then 7,—6; and Theorem 2 reduces to 
Theorem 1. In the second place for k= 1, (5.4) becomes 


S : r r 

(6. 1) ; Saf. Alas, ti) .-J( cree cs) — 
r=U ‘ 1 n 
— Kg (4X1, m1) o- Dan 0 ie ns 


subject to the hypothesis of the theorem. 
If we put 


TAX: ¢) aaa PD, (x, c) g(x, n) ae ®,, (x n) 
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and recall that 


Tore ie 
(6. 2) 3 i’ D,, [x+4, |= ee c" D,, (cx, 7), 
r=( 
where [== 7,", then (4. 3) is satisfied with 
KO= ome c™., 
l=4 


We according obtain the following special case of (5. 4): 


Akt oe ‘+ 
(6. 3) ah Nes Wn, my [u+—" + — aik ’ ti). . Da, { + a,k ’ a — 


r—U 


i — r 
a K> Ni + ae Pm, (ant a ee 7 k ? ns} Dn, (2.x xy ? ns}, 


where now 
ee 1—¢; Pie, 
t=] 1—7i 
Further specialization can be obtained by taking e:—=---—e, and 


f(x, 5) =B,,(x), in which case (4.2) must be used in place of (6.2). We 
find that 


Ak=t > igo ie — f 
(6. 4) = abe — 


= > r 
== K Ds Ni. he m,—1 (a+ 4 ++ — k’ nm). ~ Dy -1 (a art , a} 
where each 7,,;=+- 1 and 


nn m; 
K= 
TG . 


If n (6.4) some 7; 1, the formula requires modification. 
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; NOTWENDIGE BEDINGUNGEN 
FUR DIE DISKONTINUIERLICHEN LOSUNGEN VON DEN 
VARIATIONSPROBLEMEN n-TER ORDNUNG 


Von 
A. KOSA (Budapest) 
(Vorgelegt von A. Rényi) 


§ 1. Einleitende Bemerkungen und Formulierung des Problems 


Bekanntlich besteht die einfachste Variationsaufgabe in der Bestimmung 
der Funktionen einer gegebenen — sog. zulaéssigen — Funktionenklasse,’ 
welche Funktionen (wenn solche iiberhaupt existieren) fiir die Operation 


(1.1) My) = [fle y, y)ax 


ein Extremum fiefern. Die Schwierigkeit und auch die Lésbarkeit des Prob- 
lems hangt von der Auswahl der zuldssigen Funktionenklasse ab. In der 
klassischen Theorie der Variationsrechnung spielen. die nach den folgenden 
Gesichtspunkten ausgewdhlten Falle eine ausgezeichnete Rolle: 

a) Wenn wir die das Extremum liefernden Funktionen mit Hilfe der 
Auflésung einer Differentialgleichung bestimmen wollen, so miissen wir vor- 
aussetzen, daB die zulassigen Funktionon zweimal stetig differenzierbar sind. 

_b) Die engste Funktionenklasse, in welcher alle vorhandenen Funktionen 
noch stetig sind, ist die Klasse der einmal stetig differenzierbaren Funktionen. 

c) Wegen ihrer mehrseitigen wichtigen Anwendungen ist es zweckmabig, 
die Operation auch fiir die Klasse der sog. diskontinuierlichen Funktionen zu 
definieren. Darunter verstehen wir in unserem Falle Funktionen, welche stiick- 
weise stetig’ differenzierbar sind.* Die Untersuchung der Operation fiir Funk- 
tionen dieser Art bedeutet eine wesentliche Vereinfachung auch in der Be- 
rechnung der unter a) und b) beschriebenen Funktionen. 

Wenden wir uns jetzt auf das sog. Variationsproblem n-ter Ordnung. 
Darunter verstehen wir ein Problem in der Form 


ue 


(1. 2) | Aas ies Vy wag¥O)Axs 


vy 


1 Die dazugehérenden Funktionen werden zuldssige Funktionen genannt. 
2 D.h, solche stetige Renkianen, deren Ableitung in endlich vielen Punkten endliche 


Spriinge haben darf.. 
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die Operation hangt hier auBer der Funktion auch'noch von ihren ersten a 
Ableitungen. ab. 

Es erhebt sich die Frage, wie sich die obenerwahnten zulassigen Funk- 
tionenklassen im Falle des Problems n-ter Ordnung verdndern. BloB der Fall 
der diskontinuierlichen Funktionen kann sich als problematisch erweisen. 
Namlich. in Anbetracht der obenerwahnten Gesichtspunkte entsprechen fiir a) 
bzw. b) offensichtlich die 2n-mal bzw. n-mal stetig differenzierbaren Funk- 
tionen. 

Die Ubertragung der diskontinuierlichen Funktionenklasse hat mehrere 
MoOglichkeiten. 


A. Behalten wir diejenige Eigenschaft der stiickweise stetig differenzier- 
baren Funktionen, daB eine Unstetigkeit nur in der letzten Ableitung* auf- 
treten kann, so gelangen wir zu solchen Funktionen, die mit ihren ersten 
n—1 Ableitungen stetig sind, die n-te Ableitung aber nur stiickweise stetig ist. 


B. Behalten wir aber diejenige Eigenschaft der stii¢kweise stetig diffe- 
renzierbaren Funktionen, daB nur die Funktion selbst. tiberall stetig ist, so 
gelangen wir zu solchen Funktionen, die selbst stetig, ihre samtlichen Ab- 
leitungen bis zur n-ten Ordnung inklusive aber nur stiickweise stetig sind.‘ 

In der Literatur finden wir — meines Wissens — nur Diskontinuierlich- 
keit von Typ A,° obwohl B eine ebenso naheliegende Verallgemeinerung von 
c) bedeutet wie A, die Diskontinuierlichkeit A ist sogar in B enthalten. Die 
Wichtigkeit von B wird auferdem noch durch folgende Gesichtspunkte her- 
vorgehoben : 

1. Viele einfache Operationen nehmen ein Extremum nur bei Funktionen 
von Diskontinuierlichkeit B an. 


BEISPIEL 1. Es. sei n= 2, die~Grundfunktion habe die Form 
(1. 3) f=(4—y'Y, 
und die Randbedingungen seien 


y(—1)=0, y(1)=9, 


ibe ¥(—-1I)=0, yl) =—2. 


Die Operation 
1 
(1.5) I[y] == | 4—y’Pax 
-1 


3D. h. in der ersten. 


4 Es bestehen offenbar auch zwischenliegende Verallgemeinerungsméglichkeijten. 
5 Siehe z. B. [7], [9], [10]. 
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nimmt bei der Funktion 
(x+1)Y fir —1=xs0 
1.6 _ ; 
1.6) y@) —x+1 fir O=x=1 
wegen f=0, /[y(x)]=0 ein absolutes Minimum an, und hier sind 


y(—0)=2, y(+0)=0, 
y’(—0) — 2: y’( +0) SS ae 
Es ist leicht einzusehen, daB die Operation (1.5) den Wert 0 neben 
den Randbedingungen (1.4) nur bei solchen stetigen Funktionen annehmen 


kann, die — wie auch die Funktion (1.6) — eine Diskontinuitét von Typ B 
besitzen. 


BEISPIEL 2. Es sei 
1 
(1.7) I= yh +y} ax 
0 
neben den Randbedingungen 
y0)=0, y(1)=0, 
| FAW A WAU ee 
Die Operation (1.7) nimmt bei der Funktion 


x fir, 0OSax= 


(1.8) y(x) = ; 
1—x fiir 


offensichtlich ein absolutes Minimum an. 
Hier sind 
leis ns ate clot iE 
y(4—o)—1, y(5+0)— 


dagegen aber - 
y'(x—0)=y"(x+0) fir O<x<l. 


Das. Ergebnis ist nicht tiberraschend, da die Lésungsfunktionen in beiden 
Beispielen aus zwei solchen Funktionen stetig zusammengesetzt sind, die auch 
allein ein absolutes Minimum liefern; bei solcher Zusammensetzung ist aber 
im allgemeinen das Auftreten der Diskontinuierlichkeit B naturgema8. 

2. Die Natur mehrerer Aufgaben schlieBt nicht aus, da die Operation 
auch fiir eine Diskontinuitét von Typ B_besitzende Funktionen erklart wird. 
Darauf bezieht sich das 
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REISPIEL 3. Es seien in der Ebene zwei Punkte P,, P, angegeben, und 
legen wir in beiden Punkten eine Richtung fest. Wir betrachten alle Funk- 
tionen y(x), deren Kurven von unten konvex bzw. konkav sind, die die zwei 
Punkte verbinden, und deren Normalen in den Punkten P,, P, mit den gege- 
benen Richtungen zusammenfallen. Suchen wir diejenige von diesen Kurven 
aus, deren Radiusvektor einen minimalen Flacheninhalt streift.° Wenn die 
Kurve von unten konvex ist, dann suchen wir das Minimum, wenn konkav, 
dann das Maximum der Operation 

‘ 12)2 
(1.9) [yy Acar 
4 ¥ 
Die Figuren stellen in der Reihenfolge diejenigen Falle dar, wo inv Punkte C 
nur die erste, dann nur die zweite und endlich beide Ableitungen einen 
Sprung haben. 


Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 


Nach den Vorhergesagten betrachten wir das Problem n-ter Ordnung 
in folgender Form: 
Sei G ein Gebiet’ in der Ebene. Nehmen wir von der Grundfunktion 


(1. 10) IRM ea vo) 
an, dais sie auf der Menge 


(1711) R= {(x, y)€ G, y® beliebig endlich fiir i=1,..., n}* 


alle partiellen Ableitungen bis zur 2-ten Ordnung inklusive besitzt, und alle 
diese stetige Funktionen ihrer sdmtlichen n+2 Argumente sind. 


6 Siehe z. B. [9], S. 187. 

* Darunter verstehen wir eine offene zusammenhangende Punktmenge. 

* Alle unsere Ergebnisse bleiben giiltig, wenn wir die Voraussetzung »Y beliebig 
Su fiir ¢—=1,...,a* durch die folgende ersetzen: a;< yi)<b,, —«~Sa,<b,=+ x, 
i} Pree S 
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Wir nehmen zwei zu G gehdrende Punkte (x,, y,), (X2, Yo) (x14 X), und 
peben 2(n—1) beliebige Zahlen y(, yO ((=1,...,n—1) an. 

Wir definieren jetzt die Funktionenklasse D™ (n=1,2,...) folgender- 
mafien : 

y(x) € D™ im Intervall [a, 6], wenn y(x) dort stetig ist, und das Inter- 
vall [a, 6] sich in eine endliche Anzahl von Teilintervallen zerlegen laft der- 
art, daf y(x) im Inneren jedes Teilintervalls n-mal stetig differenzierbar ist, 
und jede Ableitung (bis zur n-ten Ordnung inklusive) in den Teilungspunkten 
endlichen rechts- und linksseitigen Grenzwert hat.’ 

Im folgenden werden wir irgendeinen Punkt x, des offenen Intervalls 
a<x<b Eckenpunkt der Funktion y(x) € D® nennen, wenn die Ungleichung 


Y” (Xo —0) # Y® (Xo +0) 

wenigstens fiir ein ¢ (i=1,..., 7) besteht. 

Wir definieren nachher die zulassige Funktionenklasse M folgender- 
mafen: y(x) € M, wenn 

1. y(x) € D™ im Intervall [x,, x.], 

2. YO) =, YQ) = yO fir i=0,1,...,n—1," 

3. (x, y(x))€ G fir x» SxS. 

Fiir alle Funktionen y(x) € M hat die Operation 


(1.12) Ly C= |/G 90), 90), HOOD) ax 


einen bestimmten endlichen Wert. 
Wir verstehen unter dem Abstand zweier zu M gehérenden Funktionen 
yi(X), y2(x) die Zahl 


0(V:, Jz) = max |y,(x)—y2(x)| fir mSxSx,, 
unter dem Abstand n-ter Ordnung aber die Zahl 


2, (Vy Yo) = Max {0(I,1Ya)s (Ves Vado +++ OCW, VOM)}-” 


Wir fiihren die folgende Definition ein: 
Die Operation (1.12) nimmt bei der Funktion y,(x)¢€M ein starkes 
relatives bzw. schwaches relatives Minimum an,” wenn eine positive Zahl 


2 In a soll nur der rechtsseitige, in b nur der linksseitige Grenzwert existieren. 

10° Hier aa auch weiterhin verstehen wir unter y(x) die Funktion y(x) selbst: 
Y=, WO = 

11 in den Pai paLien, wo jirgendeine der Ableitungen nicht stetig ist, soll man 
die Grenzwerte der Funktionen von der entsprechenden Seite nehmen. 

12 Es gibt auch andere Erklarungsméglichkeiten (siehe [8}). 
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é existiert, so daB die Ungleichung 
My @)] = [0] 


fiir alle solche Funktionen y(x)€M gilt, fiir die e(y, %)<¢ bzw. @n(¥, Wo) <é 
besteht. (Das starke bzw. schwache relative Maximum wird 4ahnlicherweise 
definiert. Die zu beweisenden sdmtlichen Satze gelten auch fiir die Falle des 
Maximums, wenn diese auf die Grundfunktion —f(x, y, y’,..., ye) angewandt 
werden.) 

Im weiteren geben wir notwendige Bedingungen fiir schwaches und 
starkes relatives Minimum an. 

Im § 2 leiten wir als notwendige Bedingung ein neues System von 
Differentialgleichungen ab, verallgemeinern eine der sog. Weierstra}—Erd- 
mannschen Eckenbedingungen, und teilen einige wichtige Folgen derselben 
mit. Im §3 verallgemeinern wir die Legendresche notwendige Bedingung. 
Endlich im § 4 leiten wir die verallgemeinerte Weierstraf'sche Bedingung ab, 
verallgemeinern die andere Weierstra3B—Erdmannsche Eckenbedingung, und 
legen einige wichtige Folgen derselben fest. 


§ 2. Die erste notwendige Bedingung: 
ein neues System von Differentialgleichungen. Eckenbedingung 


SATZ 1. Wenn die Operation (1.12) bei der Funktion y(x)€M ein 
schwaches relatives Minimum annimmt, soll die Funktion y(x) dem System von 
Differentialgleichungen 
(201) LAGI > 05 YO) == 0. far f= 25... 
geniigen,” auferdem soll die Relation 
fu V(X), ¥ EO), « YOX—O)) — 
= fy (XV), ¥'(X+0), .. -, YX +0) 


in jedem Punkte des Intervalls x,<x<x, bestehen. 


(2. 2) 


Im Falle n—1 fallt (2.2) mit der einen der sog. Weierstra—Erdmann- 
schen Eckenbedingungen zusammen." 


BEwEls. Es sei c ein beliebiger Punkt des Intervalls x,<x<x. Wegen 
der Definition der Funktionenklasse McD kann eine solche positive Zahl 
0 angegeben werden, da$ die Funktion y(x) in den Teilintervallen 


(2. 3) c—d<x<c, c<x<c+d 


13 Man soll in den Eckenpunkten beiderseitige Grenzwerte in Betracht nehmen. 
14 Siehe z. B. [3], S. 143. 
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les Intervalls x,<x<x, keinen Eckenpunkt hat. Es seien a und 6 zwei 
olche Zahlen, fiir die 


2. 4) e—d<a<c, c<b<c+d 
ind, und nehmen wir eine beliebige, im Intervall [a, 6] der Funktionenklasse 


DO” gehdrende Funktion w(x), welche in den Punkten a und 6 verschwindet 
ind in den Intervallen 


ie: 5) iaxG, CoN 


seinen Eckenpunkt hat. 
Betrachten wir nachher die Funktion 


w(x) fir as=x<b, 

2. 6) n(x) = xe k ee 0, 
0 fiir 

=e ee 


Es ist offenbar, daB die Funktionen 


y (x) +e (x) 
iir hinreichend kleines |¢|<« (¢>0) der Funktionenklasse M gehdren. Die 
‘unktion 


2.7) v(e) = I[y(x) + en@)] 

limmt-also auf Grund unserer Annahme bei «=O ein relatives Minimum an. 
sbenso ist (2.7), wenn |e|<e, gilt, wegen der Voraussetzung differenzierbar, 
ind die Derivation ist unter dem Integralzeichen durchzufiihren.” Es soll also 
lie Relation 


2. 8) (0) =0 


estehen. 
Nach Differentiation erhalten wir unter Beriicksichtigung von (2. 6) 


b 
2.9). VO)=[ Font hen +o + fm} dx == 0." 

Es sei nun p irgendeine von den Zahlen 1,..:,, und untersuchen wir 
lie Integrale a : 
2. 10) ‘wold =| Geen focal be thao nh dx. 

Durch teilweise are des (i+ 1)-ten Gliedes des Integrands be- 


15 Siehe z. B. [2], S. 63. L . 
16 Wir bezeichnen fi) = Fyn % YO), y' (xX), +++) (x) fiir 7=0, 1,..., 2. 


30 < A. KOSA 


kommen wir: 


(G0: n(x) dx =| [foods 10] nbs . + [Fiodx- n()| 
(2. 1 1) ; ; b r 
—| ( laa): n(x)dx— | (| Fiodx)- i!) (x)dx. 
Integrieren wir das auf der rechten Seite entstandene Integral wieder 
teilweise, so gewinnen wir nach p—-i Schritten 


é“a 


fio n@dx = Sy} | [ - fFrolonrare-dxernte(a+0) + 


me 


+\) . J Fores) . dani (6—0) + 
(2.12) j 


e ™p-i+l 


(1 1 a fi Funlx)dare--dXy 1)! pia) v1 + 


b Yp-i+l ag 


+{ | | - fi (x) aX dxy.3} 10 reddy of 


¢ ¢ 


Fiihren wir die folgenden Pe eae ae ein: 


‘ea ieiye Ua, (Xa) = Is Jf Fo (X,)Xy+++dXa-1 
fiir 30 A p<al (@=1, 2,...). 
Nach dem Einsetzen der Funktionen (2. 13) in (2. 12), hat (2. 10) die Gestalt 


7 | 
cold = |] SAI tye) + Fan) | aC) d + 
b pt ; » 
+) YS 1) ty) + Fao) -H'?)(x)dx + 
(2. 14) e : 
p-l p-i 
£3 S11} | wa sGdaen (a+ 0) + 


+ | ta, @x)dx-9f"-9(6—0) fir pel) iin 
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Wir betrachten jetzt die Funktionenfolgen 


k Pie 
( #{x-c44] fiir c—fsxse 
ace an fir cSxSc+ 
15) g(x) —4 PINE : Pye 
0 fiir 1 
enc = 
ind 
iin 3 ] 
(= 4) (x—c+ | fiir C——- SxXS6, 
k ; \ u 
, Jaye) fiir cSxSct+—, 
B16) wa(x)—4 1 
at 
0 fiir 1 
Ge Xe Xs 


fir, p=l,...8}, K=kh +1, &-+2,:.., 


10 k eine solche positive ganze Zahl ist, fiir die 7<d gilt. 
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5 0 
Es ist klar, daB die Funktionen (2.15) und (2.16) alle Bedingungen 
fiillen, welche wir von der Funktion 7(x) vorausgesetzt haben; hier nehmen 


ie Rolle der Zahlen a,b die Zahlen cs, e+ iiber. 


Wir erhalten nach einer einfachen Rechnung fiir alle k—=k,+ 1, 
yigendes: 


2.17) P1,%(X) = 41,.(x) fir 4Sx=n, 
k fiir c— 7 <x<e, 
2. 18) Pi, %(X) = 1 
—k fiir c<x<c+—, 
1 : Dit Det My 
». 19) ,(e—1] =0 fiir MeO 0-41, 
( 1) fii ec ae 
p>) winle+z}=0 iiasO1 erp =f 


Ky +2,.-- 
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\« fiir eo ates, 


(2. 21) gn (x) = 1 
lo fiir C<xX<O+ | 
( Pate en): 
0 fii fae ee 
ir c—dcxce, 


(2. 22) ph? (x) = 
(—1)°k fiir e<x<e+a 
| (p=2,...,2); 
(2.23) glo} (x—0) = g(x +0) = ¥,(x—0) = Yr, (x +0) = 0 
fdr Xx <ixs; “P12... 1.) eo Pa 
14,951, |99,(¢+0)| 51; 


WO) 1, |[YO,Ge+0)| 1 
fir: Xy<X< iy pl... hs ee pe 


(2. 24) 


Nach dem Einsetzen der Funktionen (2. 15) und (2.16) in (2.10), bekom- 
men wir wegen (2. 23) 


(2. 25) UplPp, x] = 9, Up [Yp,x] = 0 fiir p=1,...,N; k=kh+1,k+2,.... 


Zuerst sei p= 1. Die entsprechende Gleichheit (2. 25) hat unter Beniitzung 
von (2.14) wegen (2.18) und (2.23) die Form 


Cr j {—us,0(X) + frp kdx + 
(2. 26) 5 


ce 
k : 


+ | (-m,0(x) + fy}(—Hdx=0. 


Wenden wir jetzt den Mittelwertsatz auf die Integrale in (2. 26) an. 
Durch eine Umordnung erhalten wir: 


(2. 27) Fr (&) —f,, (Ek) = uy, 0(&,) — ue, o(&), 
wo 
(2. 28) c— 4 <h<e, e<E<cett (k= ht1 be t2,..5 


sind. 
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Wegen der Definition der Funktionen (2.13) und wegen der Unglei- 
chungen (2.28) streben aber beide Glieder auf der rechten Seite von (2.27) 
fiir K++ co gegen 0. Es wird also 


(2. 29) fy (c—0) =f, (c +0). 


Die Relation (2.2) ist damit bewiesen. 


Um das System (2.1) zu beweisen, nehmen wir die Gleichheiten (2. 25) 
fiir p=2. Wir erhalten aus (2.14) unter Beriicksichtigung von (2. 19), (2. 20), 
(2.21) und (2.22) folgendes: 


vp [Pv, x] = i 1S (yap 3) + funt| kdx+ 


=| 


(2. 30) . 
as 
1s i (1,1) te o(a)} dx-ghs[e+ 1 0] 
und: 
aes 
An 
p-l ’ » 
ep lr, x] zi J ) Sy ap nila) + Foot (—1)’k dx+ 
(2. 31) oe 


ce 


a J {u, 12) — 2 00) }-Yon(e—F +0] 


c= == 


k 


fir p=2,....n; k=K+1,h&+2,...: 


Wenden wir auch jetzt den Mittelwertsatz auf das erste Integral in (2. 30) 
und (2.31) an. Wir gewinnen nach einer Umordnung 


p-1 . 
Faw (tx) = pa (=e, Uy-ist, i (Tk) + 
2, 32) a 
a 1 
+ [ (a o(2)—m,0(2) dx-gha(e44—0] 


3 Acta Mathematica Xi/1—2 © 
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und a 
Fu (Fx) a Da (1) nae Up-i+1,i (Fx) +- 
(2)33) 5 
+(—1)? i {t2,0(x)— m1, oo} dx-wis[e—4 +0] fir p= 2.546545 
' 


“ay 


WoO 
I ae 
(2. 34) eT ca<e, e<h<e+s (k= ky +1, ko +2) +1 
~ sind. 


Auf der rechten Seite beider Gleichheiten (2.32) und (2.33) stehen end: 
lich viele Glieder. Diese streben aber wegen der Definition der Funktioner 
(2.13) und wegen der Ungleichungen (2. ZF und (2. 34) fiir K+ + oe gegen 0 
Wir erhielten also 


Fyin(c—0) = 0, On iy fir p=2,...,” 
Unser Satz ist damit bewiesen.” 
Folgen und Bemerkungen. 
1. Im Beispiel 1 ist f,=0, und auch im Beispiel 2 gilt 
fu x y¥Q), YX), ¥’(X)) =0 fir O=x=I, 


wo y(x) die das Minimum liefernde Funktion (1.8) bedeutet. Daraus und au 
dem Bestehen des Systems (2.1) kann man daran denken, daf die Relatio: 
(2.2) immer so erfiillt wird, daS der gemeinsame Grenzwert in jedem Punkt 
des Intervalls x,<x<x, O ist; dies erfolgt aber aus der obigen Beweisfiihrun; 
nicht. Darauf, da® es im allgemeinen nicht so ist, d.h., daB wir in diese 
Beziehung tiber die Funktion f, nicht mehr behaupten kénnen als die Ne 
tion (2.2), bezieht sich 


BEISPIEL 4. Wir betrachten die Operation 
1 


(2. 35) : I[y] =| ((y’ —2 + y’2}dx 
neben den Randbedingungen 

| 0)=0, y(1)=1, 
(2. 36) y(0) y(1) 


y(0)=1, y()=1, 


"™ Unsere obige Beweisfiihrung bleibt auch im Falle. giiltig, wenn die Grundfunktic 


S(x,y, y',.+.5™) bei endlich vielen x nicht stetig ist, die Funktionen Fyn i=15 
aber stiickweise stetig sind. 
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und die Punktion 


iz. 37) y(x)=x fir Osx. 

Hier sind 

(2. 38) y(x)=1, yo(x)=0 fir O<x<l. 
Schreiben wir jetzt die zulassigen Funktionen in der Form 

(2. 39) V(X) = Yo(x) + 7)(2). 


Das bedeutet, daB die Funktionen (x) der Funktionenklasse D” gehéren und 
auferdem die Bedingungen 


(2. 40) 7 (0) = (1) = 7 (0) = (1) =0 


erfiillen sollen, tibrigens aber sie beliebig sein kénnen. 
Fiir die totale Variation der Operation (2.35) bekommen wir unter 
Beriicksichtigung von (2,38) folgendes: 


: ; I[y()]—/[y.()] = 
(2.41) = J €(v50)+ nf 0) —2)° + (0) +20) (0) 2)" YF dx = 
= } {—2nf (x) +12(x) +-1'2(x)} dx. 


Da wegen (2. 40) 


(2. 42) Jn@ax=0 
ist, erhalten wir aus (2.41) 
(2. 43) ee BAC 9) beet B09) =| (7?(x) + 7'"(x))dx = 0. 


~ Die Ungleichung (2.43) bedeutet aber, daB die Operation (2.35) bei 
der Funktion (2.37) neben den Randbedingungen (2.36) ein absolutes Mini- 
mum" annimmt, Es gilt aber fiir die Funktion y,(x) die Relation 


(2.44) f(x, v(x), W(X), Yi ()) = 2(H%()—2) = —240 fir OSxS1. 


Bei diesem Beispiel ist es bemerkenswert, daB, wenn wir andere Rand- 
bedingungen nehmen : 
y(a)=a, y(b)=b, 
y (a)=4,, y' (0) = 6, 


18 In diesem Falle natiirlich auch ein schwaches relatives Minimum. 


(2. 45) 
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es keine den Randbedingungen (2. 45) geniigende Funktion gibt — den ein- 
zigen Fall 


b, —Q 
(2.46) - ASS ae 9 ati 
ausgenommen —, welche die Gleichungen (2. 1) und (2. 2) erfiillt. Die Lésung 
der Gleichung f, = 2y” =0 ist hier namlich die Schar der Geraden y = ex +8, 
die zwei Punkte sind also — den Fall (2.46) ausgenommen — nur mit 


gebrochener Linie zu verbinden, und in den Eckenpunkten kann die Bedingung 
(2.2) wegen f, = 2(y’—2) nicht erfiillt werden. 

2. Nehmen wir an, da& die das schwache relative Minimum liefernde 
Funktion y,(x) €M im Intervall a<x<b (x,Sa<b=x,) keinen Eckeo a 
hat. Untersuchen wir jetzt die Batti 


(2. 47) I*[y] =) (<I Ver eae ae 
neben den Randbedingungen 
(2.48) y®(a)=y(a+0), yO(b)=—yO(6—O) fir f=0,1,...,2—1. 

Es ist offenbar, dai die Operation (2.47) bei der Funktion y,(x) in 
Bezug auf alle solche n-mal stetig differenzierbaren Funktionen ein schwaches 
relatives Minimum annimmt, die den Randbedingungen (2.48) geniigen, und 
fiir die im Intervall a<x<b 0,(y,y,)<e gilt, wo ¢ eine hinreichend kleine 


positive Zahl ist. In diesem Falle soll aber die Funktion y,(x) — wie bekannt — 
die sog. Euler—Poissonsche Gleichung 

d d° 
(2. 49) tei ped f Sar ore ib ean OE ae fT FO 


im Intervall a<x<6 erfiillen.” Wegen (2.1) ist aber jedes Glied in (2. 49) 
vom dritten Glied ausgehend gleich 0. Damit bewiesen wir den 


SATZ 2. Wenn die Operation (1.12) bei der Funktion y(x)€M ein 
schwaches relatives Minimum armimmt, soll die Funktion y(x) der Gleichung 


; ied , 
(2. 50) Iu, ViVy-es, Y)— fv Di Syn y”) =0 
im Intervall x,<x<x, — die Eckenpunkte ausgenommen — .geniigen.” 


19 Siehe z. B. [1], S. 205. 
*» Im Zusammenhang mit einem anderen Problem hatte auch” H. H. Pixtey im Falle 


n==2 die entsprechenden Gleichungen fy =9, h-z fy =0 erhalten, Er hatte die Ope- 


ration fiir solche Funktionen erklart, bei denen in endlich vielen Punkten nicht nur die 
Ableitungen, sondern auch selbst die Funktionen eine Unstetigkeit besitzen kénnen (siehe.[6]). 
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3. Die Méglichkeit, welche fiir die Aufsuchung der das Minimum 
liefernden Funktionen durch das System (2.1) gegeben ist, erweist sich 
wesentlich einfacher als die, welche aus der Euler—Poissonschen Gleichung 
folgt, und die Gleichungen (2.1) richten sich auch besser der Natur der Auf- 
gabe. Die Euler—Poissonsche Gleichung kann wesentlich nur dann gebraucht 
werden, wenn wir voraussetzen, daB die das Minimum liefernden Funktionen 
wenigstens 2n-mal stetig differenzierbar sind; in diesem Falle geht die 
Euler—Poissonsche Gleichung in eine gewdhnliche Duiferentialgleichung 2n-ter 
Ordnung iiber. Demgegeniiber sind die Gleichungen des Systems (2.1) 
gewohnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung. Auch die Gleichung (2. 50) 
ist vom einfacheren Typ als die Euler—Poissonsche Gleichung, da, wenn die 
das Minimum liefernden Funktionen wenigstens (n-+-1)-mal stetig differen- 
_ zierbar sind, so geht (2.50) in eine gewodhnliche pier nlaleicionang (n+ 1)- 
ter Ordnung iiber. 

Es werden noch folgende betont: Die Gleichung (2.50) und die Ecken- 
bedingung (2.2) sind fiir n 1 bekannt.” Die obigen Resultate sagen aus, 
daB diese — im Falle n=1 bekannten — Gleichungen ihre Gestalt in den 
Fallen n22 nicht verdndern; die Abweichung besteht nur in der Verschie- 
denheit der Grundfunktionen. Fir die nichtdiskontinuierlichen Probleme” ist 
eine scharf gegeniiberstehende Tatsache wahr: die Rolle der Euler—Lagrange- 
schen Gleichung wird durch die auch in der Form kompliziertere Euler— 
Poissonsche Gleichung iibernommen.” 


4. Die Aufsuchung der das Minimum liefernden Funktionen ist nun im 
allgemeinen folgendermaBen zweckmaBig: Wir lésen von den Gleichungen 
des Systems (2.1) die einfachste auf. Nachher entscheiden wir durch Ein- 
setzen, ob es unter diesen Lésungen auch solche gibt, die auch den weiteren 
Gleichungen des Systems (2.1) und der Gleichung (2.50) geniigen. Wenn es 
solche gibt, so versuchen wir von diesen — unter Beriicksichtigung der 
Eckenbedingung (2.1) — die Konstruktion der die gegebenen Randbedin- 
gungen erfiillenden Funktionen. 

Es ist schon im voraus zu sehen, daB — da die gesuchten Funktionen 
mehreren Gleichungen geniigen sollen — die Randbedingungen im allgemeinen 
nicht beliebigerweise vorgeschrieben werden kénnen.“ Wir k6nnen im all- 
gemeinen in beiden Endpunkten so viele Randbedingungen angeben, wieviel 


21 Im Falle n==1 ist die Gleichung (2.50) die bekannte Euler—Lagrangesche ‘‘ei- 
chung. Siehe z. B. [2], S. 30. 

22 Darunter verstehen wir das Problem, wo auch noch die letzte vorhandene ABleane 
stetig ist. 

23 Siehe z. B. [I], S. 205. 

24 Siehe die Definition der zuldssigen Funktionenklasse, S. 27. 
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Konstanten die allgemeine gemeinsame Lésung der Giv:ichungen (2.1) und 
(2.50) besitzt. Betrachten wir dazu die folgenden Beispiele: 


BEISPIEL 5. Sei f=f(y”) (222), wo die Funktion f’(u) wenigstens ~ 
eine Nullstelle hat. Die Gleichungen (2.1) und (2.50) reduzieren sich jetzt — 
auf eine einzige Gleichung 


(2.51) f(y) =0. 
Die allgemeine Lésung der Gleichung (2.51) ist 
(2. 52) Y = AX" + An-rx" +--+ +aix+ao; 
wo die Zahlen a, @1,...,@,-1 beliebig sind, a, aber eine solche Zahl ist, ftir 


die f’(n! a,) =O gilt. In diesem Falle kénnen in beiden Endpunkten Rand- 
bedingungen der Anzahl n vorgeschrieben werden. Die Eckenbedingung (2. 2) 
erfiillt sich offensichtlich. 


BEISPIEL 6. Sei 


(2. 53) f= FUN ay) 
Die Gleichungen (2.1) lauten hier: 
(2. 54) | fy = 2¥'(I—y Fy" =0, 
- (2.55) 1 fyw Dy a0 
Die allgemeine Lésung von (2.54) ist die Geradenschar 
(2. 56) y=ax+0. 


Alle Funktionen (2.56) geniigen offensichtlich der Gleichung (2.55). 
Wir bekommen nach einer einfachen Rechnung, da die entsprechende — 
Gleichung 


2.51) A fy = 2y(—y (1+ y+ fayt(— yy +9} = 


von den Funktionen (2.56) nur durch die Funktionen 


y=0, 


(2. 58) mh a 


erfiillt wird, wo 6 eine beliebige Konstante ist. 


Aus der Gestalt der Funktionen (2.58) geht hervor, daB wir in den 
Endpunkten x,, x. nur die Funktionenwerte vorschreiben kénnen, und auch 
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diese nicht vdllig beliebig, sondern so, daB eine der Bedingungen 


| [¥(%)| +19 02)|S%—m, 
- vh [9 (X2)—9(%)| = x2— x, 
bestehen muB. 
Da 


(2. 60) | fy =—2yX(1—y'\(1 +), 


ist es leicht einzusehen, daB entweder die Funktion 


Ya)— sgy(a)(x—x) fir x1 SxSx,+|y(x)|, 
(2.61) y(x)=(0 fir x,+|y(%)|SxSxm—|y(x)|, 
Y(%) + sg y(%2)(x—x) fiir x»—|y(x,)|SxSx 


oder eine der Funktionen (2.58) im Falle der Erfiillung der Voraussetzung 
(2.59) die Punkte (x, y(x,)) und (x., y(x)) verbindet, und die Eckenbedin- 
gung in den zufalligen Eckenpunkten erfiillt. Aus (2.60) ist auch klar, daB 
die Eckenbedingung (2.2) in solchen Eckenpunkten der aus den Funktionen 
(2.58) stetig zusammengesetzten Funktionen, in denen y(x)=£0 ist, nicht 
erfiillen kann. Wir erhielten also, daB es im Falle der Erfiillung der Voraus- 
setzung (2.59) gerade eine solche Funktion gibt, die samtliche bisher erhaltene 
notwendige Bedingungen erfiillt, und deren Kurve die Punkte (x,, y(x,)) und 
(x2, ¥(X2)) verbindet. 


BEISPIEL 7. Sei 


ee 
(2.62) soLonty ate. 
Die entsprechenden Gleichungen sind 
(2.63) Fhe ee) 
und: 
/ d d , ” 
(2. 64) Pp rile tag or =ey—y = (), 


Die Gleichungen (2.63) und (2.64) haben offenbar keine gemeinsame 
Lésung. . | 
Endlich betrachten wir das Beispiel 3. Dort war 


bois Utd As; 


hae 
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Es ist klar, daB es keine solche Funktion gibt, die der Gleichung 


(2.65) Fieeas a ey 


geniigt. Das im Beispiel 3 aufgeworfene Problem hat also keine Lésung.” 


5. Auf die Unstetigkeit in den Ableitungen bezieht sich in gewisser 
Hinsicht der 


Satz 3. Sei y(x)€M und setzen wir voraus, da in irgendwelchem Punkt 
Xy des Intervalls x,<x<X, fiir ein gewisses | (1Sl=n) 


(2. 66) YX, —0) # y (x) + 0) 
gilt, sonst aber 
(2.6) ae : y (x) —0) = p(X) + 0) 


ist fir t=1,...,n; (461; auferdem set 


(2.68) fio yt0(Xoy Y(Xo)y «2p YX), T WM(K), «EO fiir a=r=b, 


wo 
a= min {Y?(X—0), W(X +0)}, b= max {y(x,—0), 4x0 + 0)} 


sind. In’ diesem Falle kann die Operation (1.12) bei y(x) auch noch kein 
schwaches relatives Extremum annehmen.” 


- Die Beweisftihrung ist sehr einfach. Die Funktion 


(2. 69) wr) =fyo(X, Y(X); BPD suatel o,7) Fac rm aakded 6°94 hi 


ist wegen (2.68) eine streng monotone Funktion der Veranderlichen t im 
Intervall [a, 6], also 


a y(Xo, V(X); Y’ (Xo—O), -. -, W(X —0))+# 
# fyo(Xo, V(X), Y (Xo+ 0),. soy YOO(X) +0)), 


d. h. die Funktion y(x) geniigt wegen (2.70) entweder den Gleichungen (2. 1) 
oder der Eckenbedingung (2.2) nicht. Die Behauptung ist also bewiesen. 


(2.70) 


*» Diese Tatsache ist aber auch auf elementarem Weg leicht einzusehen. Fiir zwei- 
mal stetig differenzierbare Funktionen siehe z. B. [9], S. 187. 
** Fir n—1 ist der Satz bekannt. Siehe [5], § 4, und [3], S. 143. 
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§ 3. Verallgemeinerung der Legendreschen Bedingung 


SaTzZ 4. Wenn die Operation (1.12) bei der Funktion y(x)€M ein 
schwaches relatives Minimum annimmt, sollen die Ungleichungen 


(3.1) fyoyo(x) = fio yo(x, y(X), ¥'(X), ---, YX) ZO fiir: i=1,...,0 
im ganzen Intervall [x,, x.] bestehen.” 


Wenn y’(x),...,y-)(x) iiberall stetig sind, so fallt (3.1) im Falle i= nr 
mit der bekannten Legendreschen Bedingung zusammen.” 

Es geniigt unsere Behauptung nur fiir solche inneren Punkte des Inter- 
valls [x,, x,] nachzuweisen, in denen die Ableitungen y’(x),..., y(x) stetig 
sind; die Behauptung in den iibrigen Punkten folgt dann namlich aus der 
Definition der Funktionenklasse Mc D\™. 

Wir fiihren den Beweis indirekt fiir die p-te von den Ungleichungen 
(3.1); p kann die Werte 1,..., annehmen. 

Nehmen wir also an, daB ein solcher innerer Punkt x, existiert, wo die 
Funktionen y’{x),..., y™(x) stetig sind, und es eine solche Zahl c>O gibt, 
fiir die . 
tae) fjorir(%) < —2¢ 
. gilt. 

Da die Funktion f(x) im Punkte x, stetig ist, gibt es eine solche 
Zahl 0 (x,<xX,—d, %+d0<x,,0<d<]1), fiir die 


(303) fyoyn(x)<—e fir x—dSxSx,+0 
ist. 

Wir definieren nun eine Funktionenfolge :,,(x) (k=1, 2, ...) folgender- 
-mafen: 


k nO 
(3. 4) Ie 8) | fiir Sy —GEXEX— I+ T 


k 20> at eae e200 
£ (-1)"(x-n+.6—-9] fir x—d+7 SxSx—O+ 


Np, KX) = 26 “4 
sei nach Te periodisch fiir x,—dOsx5x,+0, 
xX, Sx=x%—9, 


0 wy XHt+dOSX=X. 


27 Siehe FuBnote 11. 
28 Siehe z. B. [7], S. 32. 
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Fir alle Funktionen (3.4) gelten folgende Behauptungen : 


= Xp ex xe) 
3.5) PEO) —AkyM—+O)—0 far | 


CX<SX—S, 
(3. 6) OX) =O fiir xy +0<x<m, 
| fen D1). vs, DF 


; ; Xy—O<x<X%+4, 
(3. 7) ia(=—O| <1 1, (x+-0)| <1 fiir jaar Denials 
26 ~ dé, 
Xy—O+8F- <x<H—O+ (28+ 1) 7, 


(3. 8) 7 (x)=k fiir | 
&==0,.1,...,k—I1, 


X,—O+ (26+ ie <xX<xX—dO+ (8+ ee 


(3.9) iO)=(—1)k far : 
fivn Oj1ou peel 


Betrachten wir nun die Funktionenschar 
(3. 10) y(x) + en x(x) fir k=—1,2,.... 


Es ist offenbar, da8 die Funktionen (3.10) fiir hinreichend kleines 
|@|<&, (& >0) zur Funktionenklasse M gehéren, und die Abstande 0,.(y, y+}, x) 
beliebig klein werden. Alle Funktionen 


(3. 11) Pr(&) = I [ V(X) + 8 hp, x(X)] 


nehmen also bei «==0 ein relatives Minimum an. Das bedeutet aber, daB 
die Ungleichungen 


(3. 12) g’(0)=0 (k=1,2)...) 


bestehen sollen.” 
Nach zweimaliger Differentiation bekommen, wir unter Beriicksichtigung 
von (3.5) und (3.6) 


Xo+d 


P — 
(3. 13) GKO)=] DZ Foy ndx fir k=1,2,.... 


4, j= 
ao-8 ; 


*? Die Funktionen ¢,(«) sind fiir |e|<e, auch zweimal stetig differenzierbar. Siehe 
3S. 63. 
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- Wir erhalten fiir die Summe unter dem Integralzeichen unter Beniitzung 
von (3.2), (3.7), (3.8) und (3.9) 


2 Fron’ 71,19, = sy in yinyt eM, + 


(3. 14) | +2 > Mire OL SA aa Faw fore. 


ue 


P= 


< | fyoys! te 2K > Fioyol— 


t,j=20 


Da alle Funktionen |f,,0| im Intervall [x,—d, x)-+-d] beschrankt sind, 
folgt aus (3.14), daB fiir entsprechende Konstanten 


= _— 
(3. 15) Xe Fyoyo M,N, <a+ bk—ck fife xno Send 
4, JC - 


besteht.” 

(3.15) bedeutet aber, daB die eg tor ee (3. 12) fiir beliebig groBes k 
nicht bestehen kann. 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 


BEMERKUNG. Wir betrachten jetzt solche Operationen, welche die 
Ungleichungen (3. 1) bei allen zulassigen Funktionen so erfiillt, da das Gleich- 
heitszeichen iiberhaupt nicht vorkomnit, d: h. wenn auf der Menge R ~ 


(3. 16) FO YAKY, s+. YM) >0 fir i=1,...,0 
ist. 

Nach Satz 3 kann diese Operation nur bei solchen Funktionen ein 
Minimum annehmen, bei denen in den Eckenpunkten — wenn solche 


tiberhaupt existieren — wenigstens zwei Ableitungen eine Unstetigkeit besitzen. 
§ 4. Verallgemeinerung der WeierstraBschen Bedingung. 
Eine andere Eckenbedingung 
Fiihren wir jetzt die folgende Funktion ein: 


E(x, y, Vyeees y; p’;- +p) =f(x, Y, D's» + P)— 
1) FIIs YN I) OWI + YO) 
fiir (x, y)€ G; y, p© beliebig (i—=1,..., 2). 


30 Siehe FuBnote 11. 
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Die Funktion (4.1) fallt fiir n—1 mit der bekannten WeierstraBschen 


E-Funktion zusammen.” 
Mit Hilfe der Funktion (4.1) kénnen wir den folgenden Satz beweisen 


Satz 5. Wenn die Operation (1.12) bei der Funktion y(x) € M ein starkes 
relatives Minimum annimmt, soll die Ungleichung 


(4. 2) E(x, ¥(x), ¥ (03 SOQ HP, ee 0 


fiir beliebige Konstanten p’,...,p\ in jedem Punkte des Intervalls x, =x =X, 
bestehen.® 


Fiir n=1 ist Satz 5 als die Weierstraische notwendige Bedingung 
bekannt.* 


BEwels. Es ist genug, den Satz wegen der Stetigkeit der Funktion (4. 1) 
nur fiir solche Punkte des Intervalls x,<x<x, nachzuweisen, in denen alle 
Ableitungen y’(x),..., ¥(x) stetig sind. 

Nehmen wir gegen die Behauptung an, dafi ein solcher innerer Punkt x, 
und solche Zahlen p',..., p\” existieren, daB die Ungleichung 


(4. 3) E(Xos VO); Y (Xena ast Xa) a Dav ead ae 


gilt, und die Ableitungen y’(x),..., y™(x) im Punkte x, stetig sind. Man, 
kann wegen der Definition der Funktionenklasse M eine solche Zahl a 
(x;<a<%X,) angeben, dafi es im Intervall a=x=x, keinen Eckenpunkt gibt. 
Wir betrachten jetzt fiir alle hinreichend kleinen A=O die Funktionen 


 )ySxsa, 
beves | fiir | xaesx 3x, 
y(x) + k(h)-(x—a) fir a=xSx—A, 
(4.4) ynQ)=4 4 
Y (Xo) + p(x — Xp) + ot (x— Xo) + 
ps ¥ 
PAIR meh Cer CPE TUE Xj — it SX SX, 


wo k(A) so gewahlt wurde, daB die Funktion y,(x) auch im Punkte x,—A 
stetig ist; k(A) soll also die Gleichung 


Srna (%)—A—a) = 
= V(X) —PhA+ sph Meet (aay pn" 


81 Siehe z. B. [2], S. 110, 
82 Siehe FuBnote 11, 
8° Siehe z. B. [3], S. 131. 


(4. 5) 
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erfiillen. Man kann aus (4.5) 
(4. 6) k(0)=0, k(0)——-P—L) 
leicht gewinnen. } 
Es ist klar, daB die Funktionen y,(x) fiir hinreichend kleines h=O zur 
Funktionenklasse M gehéren, und die Abstande 0(y, yn) beliebig klein werden. 
Untersuchen wir nachher die Funktion 


— A(A) = I{yn(x)]—I [V0] = 
f(x, yx) + k(A)-(x—a), y’(x) + (A), Y"(X)y ooo YX) dx 


aie 


2 |r (x Y(%) + pa TPM EX); 2) Taye ead" ‘> | dx— 
X-h 


\7 (x, y(x), ¥'(X), «--, Y (x) dx. 


Es ist leicht einzusehen, da& die Funktion 4(A) fiir hinreichend kleines 
h=O stetig differenzierbar ist.™ 

Nach einer einfachen Rechnung bekommen wir aus (4.7) unter Beniit- 
zung von (4.6) und von der Gleichung (2.50) folgendes: 


(4. 8) A (+0) = —f (Xo, Y(%o), Y’ (Xo); - +» W(X) + 
+f lhe VAX WIAX), 283 y”)(x))- (0)-(x—a) ae 


t fy (X, VODs Y (Dy «+5 VCD): KO) | AX 4-1 (Xo, W%)s Bor «+9 BE) = 
= f(x,, y(X), ie <ens!s, p”)—f(x, y(X); y (X); areiey yx) 


eH 64 Age y™(x)) + 


+K0)| 
+ (x—a) © f(x, (2), 90), «1 YD) = 
~ fl, YC): or BLY, YO), YO), = YOU) + 
+0) | A (0) -f0( ¥0), ¥@), 14 YMC) AE 


34 Siehe z. B. [2], S. 63. Fir h=O soll nur die rechtsseitige Derivierte existieren. 


46 A. KOSA 


= f(x,; y(X), Das sey (n)) —f(x,; y(X), y'(%), elas yo (x,)) ra 
— PAY OD (xa) fy (2, HOI Ds» YOC))E = 


='f(x;; y(X)3 Di, AAS D)—f(x, y(X), y' (%), ae y”(x))— 
— (p—y’ (X)) Fv (Kor Y(Xo)s Y' (Xa)s «+ «> YX) = 
= E(x,, y(X)s ¥’ Xp) «> +1 (Xa) § Por + + +» PO"). 


Wir erhielten also unter Beriicksichtigung von (4.3) 


(4. 9) 4(+0)<0. 

Da 4(0)—0, folgt aus (4.9), daB fiir alle hinreichend kleinen h>O 
(4. 10) A(h) = I[yn(x)]—/[¥@)] <0 
gilt. 


(4.10) widerspricht aber offensichtlich der Tatsache, daB die Operation 
(1.12) bei der Funktion y(x) ein starkes relatives Minimum annimmt. 
Der Satz ist also bewiesen. 


Folgen und Bemerkungen. 
1. Eine Folge der Bedingung (4. 2) ist der 


SATZ 6. Wenn die Operation (1.12) bei der Funktion y(x) € M ein starkes 
relatives Minimum annimmt, soll die Funktion y(x) die Eckenbedingung 


(x, v0), ¥'(x—0), ..., H(x—0))— 
(4.1 TYE Of ¥%), ¥&E—0), .-- Y(A—D)) = 
= f(x, 9(x), YX +0), YX +0) — 
—y' (x +0) f(x, (x), ¥(x+0), ..., ¥(x+0)). 


in jedem Punkte des Intervalls x,<x <x, erfiillen. 


Fir n=1 fallen (4.11) und (2.2) mit den  WeierstraB—Erdmannschen 
Eckenbedingungen zusammen.” 


Bewels. Wir sollen den Beweis offenbar nur fiir die Eckenpunkte der 
Funktion y(x) durchfiihren. Sei also x, ein beliebiger Eckenpunkt. Wir nehmen 
zuerst die linksseitigen Grenzwerte der Ableitungen der Funktion y(x) im 
Punkte x,, und wahlen fir die Zahlen p® (i—1,...,n) die rechtsseitigen 
Grenzwerte y(x,+0) (i=1,...,2). Dann lautet die Bedingung (4. 2) 


(4.12) E(xo, (Xo), ¥” (X%—0), «5 ¥"(X)—0);_y’(X)+0), - y (x) + 0)) =0. 
35 Siehe z. B. [2], S. 367. 7 
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Vertauschen wir jetzt die Rolle der Zahlen y(x,—0) und y(x,-+0) 
(i=1,...,). Ebenso gewinnen wir aus (4. 2) 
(4.13) E(x, y(X), ¥(% +0), ..-, ¥(% +0); y’(%—0),..., y™(x)—0)) = 0. 


Es folgt aber wegen der Eckenbedingung (2.2) aus der Gestalt der 
Funktion (4. 1) 


E(Xo, (Xo), Y' (Xo—0), « -.. Y(Xo—O) ; ¥’ (Xo +), - - -, YX) +0) = 

= —E(X, YX), ¥' (Xv +0), .- -, XX +0); y’(X)—), ..., ¥(Xo—0)), 
also aus (4.12) und (4. 13) ergibt sich 

(4.15) E(%o, ¥(%), ¥ XO), «5 (XO); Y'(X) +0), «+5 HX +0) =O. 


Wenn wir (4.15) ausfiihrlich ausschreiben und die Eckenbedingung 
(2.2) wieder beniitzen, so bekommen wir eben unsere Behauptung. 

2. Satz 5 — wie dies sich aus der obigen Beweisfiihrung ergibt — 
verdndert sich im Falle eines schwachen relativen Minimums folgendermafen : 


(4. 14) 


ZuSATZ 1. Wenn die Operation bei der Funktion y(x)€ M ein schwaches 
_relatives Minimum annimmt, gibt es eine Zahl e>0, so dap die. Ungleichung - 
(4. 16) E(x,-y(x), ¥' (x), ---s YO(X)3'p’, -- -» pb) 20 
- fiir |pX—y(x)|<e (i==1,...,7n) 

in jedem Stetigkeitspunkte*® des Intervalls x,<x<x, besteht. 


3. Nehmen wir an, daB die Funktion y(x)€M der Bedingung (4. 16) 
geniigt. Ferner sei x, ein beliebiger Stetigkeitspunkt der Funktion y(x) im 
Intervall x,<x<x,: Aus der Bedingung (4.16) folgt, daB die Funktion 


E (X05, ¥ (Xo), W (Xa)s «+ +» YX); P+ +) P™) bei pPO=yO(x) (i= 1,..., 2) ein 
relatives Minimum annimmt. Es sollen also die Relationen 


(4. 17) : Fya(%o, (Xo), Y (Xd)s «+ + YO(%)) =O fir i-=2,...,A, 
(4. 18) Fld (X0, Y (Xo), Y’ (Xo), «++ Y(%)) ZO fir i—1,...,0 
‘und ~ 
(4. 19) : od, Fy@y(Xo, V(Xo), Y (Xo), «+ Y (%)) 9:0; 20 

hy Sombie: 


fiir beliebige 90;,..., On 
bestehen. 


36 Darunter verstehen wir salche Punkte, in denen die Ableitungen y’(x),..., y(x) 
‘stetig sind. — 


- 
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Damit haben wir folgendes bewiesen : 


Zusatz 2. Wenn irgendwelche Funktion y(x)€M die Bedingung (4. 16) 
erfiillt, so geniigt sie auch den Gleichungen (2.1) und den Bedingungen (3. 1). 


ZusATz 3. Wenn die Operation (1.12) bei der Funktion y(x)€M ein 
schwaches relatives Minimum annimmt, soll die Funktion y(x) fiir beliebige 
Zahlen o,,...,6, die Ungleichung 


(4. 20) SS Fuidyo(x, V(X), F CLs y (x))G,0; =0 


$j==h 


in jedem Stetigkeitspunkte des Intervalls x,<x <x, erfiillen. 


4. Alles zusammengefapt, kinnen folgende festgestellt werden: Alle von 
uns abgeleitéten notwendigen Bedingungen vom neuen Typ ((2. 1) und (3. 1) fiir 
n=2, i=2,...,n) ergeben sich aus der Bedingung (4. 2).* Die Bedingung 
(4. 2) ist aber — hinsichtlich der Form der in ihr vorhandenen E-Funktion — 
der im Falle n=1 wohlbekannten WeierstraBschen notwendigen Bedingung 
villig dhnlich. Die bisher fiir n==1 bekannten notwendigen Bedingungen* 
— in ihrer unverdnderten Form — sind also die charakteristischen not- 
wendigen Bedingungen nicht fiir den Fall n=1, sondern im allgemeinen fiir 
die diskontinuierlichen Probleme. . 


(Eingegangen am 1. Juli 1959.) 
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87 Natiirlich ist die Bedingung (4.16) in der Bedingung (4.2) enthalten. 

38 Im Falle eines schwachen relativen Minimums aus der Bedingung (4. 16). Man muB 
natiirlich beachten, daB die Gleichung (2.50) bei der Herleitung der Bedingung (4.2) aus- 
gentitzt worden war. Wir haben aber die Gleichung (2. 50) mit Hilfe der Gleichungen (2. 1) 
hergeleitet. 

8° D. h. die Euler—Lagrangesche Gleichung, die Legendresche Bedingung, die Weier- 
straBsche Bedingung und die Weierstra3B—Erdmannschen Eckenbedingungen. 


SAMEYAHMA OB MHTEPMOJMPOBAHMUM 


O. KULLU (Bygzanewr) 
(Mpegcrasneno Tl. Typanom) 


§1 


Hactoaiad 3ameTKa MpMMbiKaeT K pay pa6OT, MOCBALLeHHBIX Teopuu 
(0, 2)-mHTepnoAAUMOHHEIX MHOrOWIeHOB. Tak KHKWMAaTOp M3y4eHHA 9TUX. MHOrO- 
yeHoB I]. Typan na3pas MHorownenb! R, (x) He Bue 2n—l-of crenenn, 
YAOBNETBOPAIOLI[He B HEKOTOPHIX y3ax X1, X2,..., Xn yCIOBAAM 


R, (Xx) = Gx, Ru (Xx) = Be (k=1,2,..., 2), 


rye @, WH §, HEKOTOPbIe BeULECTBeEHHBIe 4UuCwa. 

IIpuBeyeM HeEKOTOPbIe OTHOCALAMeCA Clofa Pesy/bTATHI. 

Ec y3ibl HHTeEpNONMpOBaHHA PaCNOOXKeHbI CAMMETPU4HO OTHOCHTEJIBHO 
HyJIA MK 4YMCNO MX HEYeTHO, TO (0, 2)-HHTEPNOAAUMOHHbIA MHOFOWeH, BOOOLIE 
ropopa, He cyulecTByeT. Ecau y3bl CyTb KOPHA yAbTpaccepwyeckoro MHOrO- 
4yeHa P(x), n=4 uetuo, 4= — o M 145 He e@CTb 4eTHOe HaTypalb- 
Hoe 4MCIO, TO BCerfa CyLIeCTByeT eMHCTBeEHHbIK (0, 2)-HHTepMOANMOHHbIM 
MHorowsen. ! : 

lia cay4aa, Korfa y3nbl CyTb KopHu MHOroUeHa IT, (x) = (1—x?) Py -1(x), 
rye P,,(x)— MHorowlen JlexkaHapa, WM 4YHCIO HX YeTHO, NOy4eH ABHbIK BUA 
(0, 2)-uHTepNOAAUMOHHBIX MHOFO4eHOB.” 

Ecau a ompefeneHHow Ha oTpeaxe [—1, +1] sbyHkunn f(x) BbINnOTHA- 


eTCA yCOBHe 
f(x +A) — 2f (x) +f(x — A) = 0(h), 
y3bl CyTb KOPHH MHOroueHa IT,(x), 
a, =f (Xx) (K==1,2, ..., 2) 


w #, He CAMUIKOM. BeJIMKA, TO MOCAeqOBaTeNbHOCTb (0, 2)-MHTEPMOJIAWMOHHBIX 
MHOFOWEHOB paBHOMepHO cxoguTcA K f(x) Ha oTpeske [—1, + 1]. 


1 J, SurAnyt and P. TurAn, Notes on interpolation, 1, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 


6 (1955), crp. 67—79. 
2 J. Batézs and P. Turdn, Notes on interpolation. Il, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 


8 (1957), crp. 201—215. 
8 G. Freup, Bemerkungen tiber die Konvergenz eines Interpolationsverfahrens von 


P. Turan, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 9 (1958), crp. 337—341. 


4 Acta Mathematica XI/1—2 
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Kak HOKa3bIBaeT CJIeMyrolllad TeOpeMa, 3TOT pe3yIbTaT ABIACTCA B HE- 
KOTOPOM cMbICHe HaMy4uum. Tyctb O<e<1, &e =O. Cyuiecrsyer dyHkuua 
f(x), yaoBneTsopatoujan ycuoBuro Jimmumua c noKasaTenem I1—é, AIA KOTOpOK 
noceqoBaTebHOCTb (0, 2)-MHTeEpNOJIAUMOHHbIX MHOFO4YNeHOB HeOrpaHH4eHHa B 
TouKe 0.‘ 

Viz cKasaHHoro cilemyeT, YTO ycnoBue cxogumocTH (0, 2)-KHTepnOAAUMOH- 
HbIX MHOFOYWICHOB 3Ha4MTeIbHO Ooee WKeCTKOe 4eM YCOBME CXOAMMOCTH 
MHTePNOJAWMOHHBIX MHOFOWIeHOB JlarpawyKa MpM Tex +e y3iax. 

PesyibTaTbl, AH@IOrM4HbIe MpHBeeHHbIM BbILUe, AMEIOT MeCTO KM JIA 
(0, 1, 3)-MHTepNMONAUMOHHBIX MHOFO“IeHOB, KOrga B y3aulaX 3afaHbl 3HAYeHHA 
MHOrOWIeHa He BbIe 3n—l-o CTeMeHM M ero NepBOH HM TpeTbeH NPOUsBOA- 
HOH.” * 

Hwxe uccnegyrotca (0, 2)-HHTepnOJAWHOHHbIE MHOFOWIeHbI B TOM CJy4ae, 
KOra y3Jibl WHTEPNOJMpPOBaHHA CYTb 


(kes ly 2y22 i), 


Oxasabipaetca, 4TO npH n= 2 (0, 2)-vHTepNONAUMOHHbIA MHOTOWTeH BCerla 
cyulecTByeT M eQMHCTBeHeH. Takum O6pa30M, B 9TOM Ciy4ae, B OTAMYHM OT 
yNHOMAHYTOrO BbIMe, Oespa3zIM4HO ABIACTCA JIM YHCIO y3JI0B 4eTHDIM HJM 
He4ETHBIM. . 

Jlaetca ABHbIM BU, 9THX MHOFOYWIEHOB, MOCNe YeroO u3y4aeTCA HX CXOMM- 
MOCTb. OxasbiBaeTCa, 4TO eCIM cpyHKunA f(z) perynapHa npu |[z|<1 xu He- 
npepbisna npu |z|= 1, Momyab HenpeppiBHocTu dyHKuMn f (exp ix) yzoBnet- 
BopsetT ycoButo /\unH—JInnumya, ‘ 

ct, =f (2) (Kee Loe etl) 
M 6, HE CJIMLUKOM BeJINKH, TO (0, 2)-HHTePNOMAWHOHHbIe MHOFOYeHbI PaBHOMEPHO 
cxogatca K f(z) B Kpyre |z| =1. 

Kak U3BeCTHO, HHTEPNOAAUMOHHbI Npouecc JlarpawKa CXOAMTCA NPM VTHX 
*KE YCJIOBMAX, 4TO, KaK MbI BHM, HE HMeeT MeCTO B Cyy4ae, Kora Yyabl) 
CyTb KOPHM MHOrouieHa JT, (x). 

Jlanee yaetca aABHbIM Bu (0,1, ..., 7—2, r)-KHTepNONAUMOHHBIX MHOFO- 
ueHoB. Cayyai r= 2 paccMaTpHBaJICA OTJCbHO AIA TOTO, 4TOObI Ha STOM 
NpOCcTeHiueM NPHMepe MOKHO ObI0 Obl AY4Ue YACHMTb CyuHOCTb jena. Ha- 
KOHEL, M3y4aeTCA CxXOAUMOCTD (0, 1, 3)-WHTePNONAWMOHHBIX MHOFOUEHOB. 


4 J. Batdzs and P. Turdn, Notes on interpolation. Ill, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 
9 (1958), crp. 195—217. 

> R. B. Saxena and A. Snarma, On some interpolatory properties of Legendre 
polynomials, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 9 (1958), crp. 345—358. 


® R. B. Saxena and A, Suarma, Convergence of interpolatory hte Acta Math, 
Acad. Sci. Hung., 10 (1959), crp. 157—175. 
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§ 2 


B stom §-e npusomutca aBHbId Buy (0, 2)-unTepnoAUMOHHBIX MHOrOWe- 
HOB WM JOKa3bIBaeTCA MX €MHCTBEHHOCTH. 


Teopema 1. Ecau 


(1) a= expiA# (K==1)25).., 03 n= 2), 
ZI 
2 ere 
(2) Ik (2) eee 
| 1 (mH ety 0m 

| (3) A(2)—=h@)—ae (2? —Z. |e li’ (8) at, 

| : . 

2 mt act) pn 
(4) Bi()— 2 (2? —2 \fe 1, (t) dt, 


0 


(; VM Py, CYTb JO6bIe KOMMJICKCHBIE 4MCIa, TO (pyHKIMA 
(5) R,@) = D2 ay Ax(z) + = Br Bx (2) 


€CTb CMHCTBEHHBIM MHOFOWIEH He BbIWe 22—1-oM CTeneHH, yAOBNETBOpAIOMMN 
yCJOBMAM 


(6) Ra (Ze) = Gh (k=1, 2,..., n), 
(7) M! (zi) = Br (k=1,2,..., 7). 


JlokasaTeabcTBo. JloKaxkem CHa4ana, YTO pyHKuMM A, (Z) ABIAIOTCA 
MHOrowleHaMu 2n—1l-oi crenenu. Tak Kak B CHJly (2) u (1) 
n-1 


1 n-v oy 
(8) IP Sie 4 eat 


v=0 


TO 


_ 


1 nse 
A+ 1 


t? ff, o=1> Sy (v—l) ert? ”, 


oe 2 ae —!] —— v 
Je Wed eee yeas) ea 2 st 


( ntl med. * mtd 6 Z 4 v(v—1) n-V 7 ty v 
(9) [zz “fe li OO ey Buide gr e.)» 
0 ; 
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Via (3), (8) u (9) caenyer, 4To Ax(z) geicTBATeIbHO MHOrOWIeHbI 2n—1-ou 


cTeneHu. 
AHaJIOrH4HbIM OOpas0M OoKasbiBaeTca, 4TO HM B,(z) CyTb MHOFO4JeHbI 


2n—1-ov cTeneHH. 
V3 cxasanHoro um u3 (5) caenyet, 4TO R,,(z) AeWCTBUTeEBHO ECTb MHOTO- 


yleH He BblIue 2n—l-ow cTeneHH. 
BpruvCMM 3Ha4eHHA byHKUMn 
y n+l 
(10) o(z)= 22% —z 
M ee MepBo HM BTOPOH MpON3sBOAHOM B y3/lax, TaK KaK OHM MOHaOOATCA HAM 
B laJIbHeHLUeM. 


n-1 
2 


OuesusHo ; 
w(z) =z Reo). 

Orciofa uv u3 CJlefyroulero u3 (1) paBeHctBa 
(11) a= 
nosly4aem . 
(12) w(a)=0 (k=1,2,...,2). 
J\udbcpepenuupysa (10), umeem 
(13) wat tse sels Bag F (Atty ol), 


Orcioga u u3 (11) creayer 


_mH = as Px 
(14)! (21) = 24 a (eer oe er rts 


/\udpspepenuupya (13), nonyyaem 


ntla—l = n—latl 7) atin) 
9. 2 oie ee 2 2 & 2 = 2 2 ~& 2 (z"—1). 


Orciona uM w3 (11) caegqyeT papencTBO 


02) = 


at+ln—1 -, 
. 2 2k 2 (z%.—1) =0. 


(15) wo” (2) = 


Tlepexoqum K OKa3aTebCTBy CooTHOWcHH (6) u (7). Jaa cpyH\aMeHTaJIb- 
HbIX MHOFO4eHOB JlarpawKeBa MHTepnorMpoBaHus |, (z) MMeIOT MeCTO paBeHCTBa 


l,. ecm j=o=k 


aa 0, ecm jk 


CU, k=1; 2, be tit yo 
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Orcioga, u3 (3), (4), (10) u (12) caegytor coorHoLieHua 

1, econ j=k ; 
10, ecam jak (j,k=1, 2,...,n), 
(17) By (z;) =0 Wie ie Sete /# ): 


BpiyvcMuM BTOpyio npousBognywo A, (2), uddepenuupys (3) u npumMenaa 
BPH, 3TOM NpaBwno JleiOuuya : ° 


(16) — Ax (z)) = 


nl nel nt | 
«” (2) { #2 I(t) dt+2o'(z)z® Ki (z) +0 (2) [22h (2))}. 


és " 1 
k (2) = i (2) oy 


Orciona, u3 (12), (14) u (15) caenyer 
n+l n+l 


” ” 1 ar A ae : : 
(18) K (Zz) =k (i)—>, 2nz * 2° i’ (z)=0 CU k=1, 2,,..}n): 


AHaJIOTH4HbIM O6pa30M MOXKHO NOKa3zaTb, 4TO 


; 1, :ecam of =k 
1 ar 4 : = 
(19) .(Z)= 0 een ek (J he= 1.2, 2.55 Nl). 


Wz (5) u (16)—(19) cnenyet, 4uto ycnopua (6) u (7) JeicTBuTeIbHO 
BbINIOJIHAIOTCA. 

OctaeTcA JO0Ka3aTb, 4TO nosy 4eHHbiii MHOFOWIe€H eCTb @/,MHCTBEHHBIM 
MHOrO4JeH, yAOBseTBOpAIOWIMH STHM YCJOBHAM. 

Ilycrb 


2n-1 


R, (2) = 2 ee al 


Yenosua (6) Mv (7) MOMKHO 3anHcaTb B BAe 


2n-t 

> Aly =e (k=1, 2, , n), 
2n-1 
>, v(v—l) zh Cy = Bx (k=1, 2, ...,7). 


Mb BuyenM, 4TO 9Ta CHCTeMa ypaBHeHH OTHOCHTeJbHO C, BCerya HMeeT 
pelleHHe, Tak KaK BCerfa cyluecTByeT MHOrowseH He BLIWe 22—1-o% cTeneHu, 
yAoBeTBOpAoWMH ycnoBuaAM (6) u (7). Orcioga cremyeT, 4TO ee ONpeAeNNTELIb 
He papeH Hys10. Ho Torga OHa MO)KET MMETb JIMUIb EMMHCTBEHHOE pellieHne, 
T.e. Hall (0, 2)-HHTepNONAUMOHHbIM =MHOTOUWIeH €MHCTBEHEH, YTO HM TpeOOBa- 
. AOCb JOKa3aTb. 
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§3 


B atom §-e oKasbiBaeTCA OfHa JeMMa 06 uHTerpaste />KEKCOHA M, KCMOb- 
3yA ee, elle OHO BCNOMOFATENbHOe NpeLOKEHHe, KOTOPOE NOHALOOMTCA B 
abHeiiuiem. Bo3MOxKHO, OHM He HOBbI, HO A He MOFY COCJIaTbCA Ha paOOTHI, 
re OHH Oblin Obl ONyOMKOBAHbI. 


Jlemma 1. Tlyctb g(x) ecTb KOMMeKCHad, 277-NepMoAM4ecKad, He- 
npepbipHad dyHKuMA BeUeCTBeHHOrO apryMeHTa, (0) e€ MOAYb HempepbiB- 
HocTH. Jia unTerpasa /bxeKcona 


t—x 
sinn ner 
ay OW) = Fre saaGr + ond EO) |p sal 
sin 2 
UMECT MECTO HEPaBeCHCTBO 
(21) |UZ()| =< 20n (4) 


JlokazatTenabCTBO. UTOObI yNpOCTHTb BbIKIaIKH, BBefeM OOO3HAYeHHE 


3 ' sin nx \* 
a DO) = imate sin x ); 


J\udcpepenuupysx (20) u nonarax t= x-+-2s, umMeem 


"Ge 


+1 


ui——-+ | eo,(45* . “\dt—— WA (x25) Di(s) ds. 


- n x 
erie) 


Tak Kak MOMMHTerpasibHad yHKUMA 2t-NepMOAM4Ha, TO MO)KHO M3MCHHTb 
rpaHHbl MHTerpHpoBaHuE : 


U; (x) = Jet g(x + 2s) Dj.(s) ds. 


PazoObem aTOT MHTerpad Ha (Ba, MOJOKAM B NepBOM S—=—f, a BO BTOPOM 
St, a 3aTeM, IPHHAMaA BO BHMMaHMe HeYeTHOCTS dbyHKuMK D’‘(f), CAOOKUM HX: 


a 


U; (x) =— 


| g(x+2s) Di(s)ds— | g(x-+2s)D; Nas 


wlaceie 
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a 


i) 


6 


5d 


= f 2(x—2?t) Di (— t) dt — J ece+2n (t) dt= f £ (x—2t) D; (t) dt — 
5 i) 


te] 8 


0 


Hakouweu, pazo6bem mw aTOT MHTerpal Ha jBa: 


== 


Ui(x) = It [e(x—2t)—g(x+20] Di) dt+ 


(23) x 
- ; [g (x—2t) —g (x4 20] Di(t) at. 
i 
OueHuM cTOAUIMe COpaBa MHTerpalini. 
HauyHem c nepsoro. Tak Kak 3fecb 
-O= ites 
Ost= ans 
TO 


— | ge +2). a—| [g(x—2t) — g(x -4+2)] Di(t) dt. 


(24) |g (x—2)—g(x+2|<0(4) = -0(2#)<0(7 J=7(4]. 


Bsugy Toro, uTo |sinn?|=n\sint, 


& Bye os 


sint 


Cynepa 3feCb CTOMT TpuMroHOMeTpuyecKHM MHOrOWIeH 4(2—1)-oro nopsgKa, 


NosTOMy B Culy HepaBeHcTBa Bepnuiteina 
= 4(n—1)n*< 4n'. 


(ae | 
sint on 


Orcroga uM u3 (22) cregyeT, 4TO 


(25) 1G) ee 
E>) 1Da() ~ 2sen(2n? + 1) 
Hakoneu, “3 (24) u (25) nonyyaem 


3n® <9 


(25) | { [g(x 2) —g(x-+20]Ds(0 dt] = 704 )9™ 


2 


1 (4 
HA Go | 
n 
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Tlepexonum kK OWeHKe BTOporo uHTerpana. Tenepb 


_ 
2n 
M, CJI€OBaTeJIbHO, 


ON) |g (x—2)—e +29) s0(4=(4tn + o( 1) = (142) 4nto{4] 


ncosntsint— sinntcost 


Tak Kak 
ie ay) a(S ay 

Sint): } ee site sin?t 

| 
lsinat|=1, |cosat)=1, |cost])=1, sint= ah 

TO 

‘(sin nt\‘]’ n 1 wie a 1 

( sint )| s4( at t ait | se a a+$t)- 


Orcioga u u3 (22) cnenyet 
: 3 min, ail Sx) f Lees res} 
Cd SEE) = sarang lets el <a | ). 


B cuy (27) u (28) 


:* Cee ie 
=[14+3,)4n0 (+) 34 \(e+ 4) dts 
ea | Ais & 3 
stn ola) | (e+ae elt 


Tak kak 
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TO OKOH4ATEIbHO noJly4aem 


to| ] 


09) | tee 29 ger 201r0at| =Qan4 2} of 1) 00 - 
2n 
_ 5@2+1) , o(1 E 19 (+) 
cy ay hoes a) =a 2 | ]- 
U3 (23), (26) u (29) nonyyaem HepapenctBo 
Waves al wal oh ‘A 
|Un(x)| = D no(1)4¥ no(2|—20n0(+), 
4TO M TpeOoBaNOCh OKa3zaTb. : 


Jiemma 2. [lycts dynkuna f(z) peryaapHa mpu |z|<1 u“ HenpeppiBHa 
npu |z| = 1. O6osHa4um yepes w(d) Mogyab HenpeppIBHocTH dyHKyun f(exp ix). 
Torfa dyHKuna 


/ 3 1-2n ie 
Be F.O= peepee” * J sor ae Yat 


€cTb MHOrowleH He BbIe 2n—2-oH cTeneHM, yOBIeTBOpAIOUMA B Kpyre 
|z| =1 ycnoBuam 


31) if) —Fa(2)| = 60(4), 


(32) |F™(z)| = 10(2n)" o & (ries te), 


JlokasatenabcTBo. CnHayana qoKaxem, 4TO F,(z) eCTb MHOFOWeH He 
Bhilie 2n—2-o cTenenu. Tak Kak 


foo n-1 
a >, tere}, 


t—z k=0 


TO C HEKOTOPbIMH KOSpUUMeEHTAMM C;, HMe€T MECTO PaBeHCTBO 


2” 4 An-4 
3 Z\— 2 Cy th zan-k-4. 


t—z i=0 


[]pHHuMaad BO BHMMaHHe, 4TO B CHJIy yCJIOBAM TeOpeMbI 


i f(jtdt=0 (k=0,1,2.....), 


[t[=1 
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OTCrofa CieMyeT, 4TO 


4n-4 
f f(t =| =) dt = \ f() fi-2n 2, Cth zin- 4 dt = 
|t}=1 |t|=1 3 


2Qn- 


4n-4 
= >, Cc, zan-k-4 | F(t) fe-2nt+1 dt= a Ss Cyz"- -k-4 J F(t) fe-2n4h dt. 
k=0 


|t}=1 |t|=1 


A w3 aToro papeHctBa u u3 (30) nosy4aem 


2n-2 


Aas 3 dre . 2Qn-k-2 J k-2n4+1 
F,(2) = San Qn tl) a, cx? f(t dt, 


{é|=1 
cmeqopatTebHO F(z) eHCTBMTebHO eCTb MHOrOWIeH He. BbIUe 22 — 2-01 
cTeneHu. 
Tlokaxkem Tenepb, 4To F,,(exp/x) ecTb uuTerpan /b>xeKcoHa cbyHKUHM 
f(exp ix). Ja atoro nono%KuM 
z= exp Ix, t= exp [y. 
Vicnonb3ya paBexcTBo Dinepa, uMeeM 


4 n ” n on 4 
2-9n 42-2n t"— 2" ‘ fz — t 222 
seem (Gaz) (fee a 
/ t2 z 2 =? 2 22 
exp in? — exp i=” : Pp peel 
a | a EE (Tze ie 
Paes ae .x—y . y—x 
exp i> exp iy sin —5 
Kpome Toro 
dt lar | ' 
ay ee ay? > 7p it dy = ay. 
Vz (30) u Tpex mocneqHux paBeHcTB CJleqyeT 
4 
3 sinn > 
33 Fy (x) = -—_.—- {x) | —————— 
(3) ROP) aeaeaaET | Mewis)| ——*_ ay, 
-n sin 


4TO WH TpeOoBaOCh OKasaTb. 


Wz joKasanHoro yrBepxeHHaA B CHy Teopembl /bKeKcoHa caeqyeT He- 
paBeHCTBO 


|f(exp ix) — F,, (exp ix)| = 6m (| 
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CI€OBATebHO, HepaBeHCTBO (31) WeCTBHTeJIbHO MMeeT MECTO M BO BCEM 
Kpyre |z| =1. 
OctaeTcd OKa3aTb HepaBeHcTBa (32). Tak Kak 


eevee) ies i exp ix F;(exp ix), 


TO Ha OKpyxKHOCTH |z|=- 1 MMeeT MECTO PaBeHCTBO 


dF,,(exp ix) 
ax 


Otciofa B CHJly emMbI 1 vw paBeHcTBa (33) nony4aem 


| Fa(2)| = 


|F’(2)| <20nw (+) = 10(2n) (+). 


Tak Kak 3TO paBeHCTBO MMeeT MECTO pH |z|—=1, TO OHO JOJDKHO BbIMOJIHATBCA 
mu ecuu |z|<1 u, creqoBaTenbHO, (32) umMeeT MeCTO B Cily4ae m—1. 
B o6uyem cayy4ae (32) MoxkeT ObITb NONyYeHO M3 Mpesbiqyujero HEpaBeH- 

CTBa M€TOJOM MOJHOM MHAYKUMM, TaK KaK m0 Teopeme M. Puca ja MHOrO- 
yneHos P,(z) r-ow cTeneHv B Kpyre |z| = 1 M3 HepaBeHCTBa 

|P,(z)| = M 
culefyeT COOTHOWMeHHE 

IP-@)\ Ss Mr 
Takum o6pa30M 


|F~)| = 10(2n) (4 (2n— 3)(2n—4)---(2n—m—1) = 10(2n)" {+}, 


4TO M TpeOOBaJIOCh OKAa3aTb. 


§4 


B atom §-e, OWeHHB CyMMYy MOfy.leH cbyHaMeHTaJIbHbIXx MHOPOYWICHOB, MbI 
uccllenyemM CXOAMMOCTH (0, 2)-MHTEPNOJALMOHHBIX MHOPO4JICHOB. 


Jiemma 3. B xpyre |z|=1 


(34) > | Ai (z)| < 3(3 +log n), 
(35) > 1B < 22 eer 


n(n ele 
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JlokasaTeabcTBO. VUspectHo, 4TO AA byHaMeHTaJIbHbIX. MHOrOYCHOB 
Jlarpawxkespa MHTepnomMpoBanHua B Kpyre |Z| =1 HMeeT MECTO HePaBeHCTBO 


(36) > |de(2)| <3-+ log n. 
Ortcrioja C NOMOLIbIO ‘H€paBeHCTBa M. Puca serKo NOY 4aeTCA HepaBeHCTBO 
(37) Me lk’ (z)| < (3+ log n) n?. 


Jleicrputenbuo, ecu |z,| = 1, TO 

; |i (20) | = elk’ (20), 
meé |e.|—=1, > &l,(2Z) ecTh MHOrOWteH He BEE n—1-Ol CTeNeHH, Ce_OBa- 
TENbHO om 


hee 


> & Lj, (z) 


= | Uk’ (Zo) | = 2 ts « (Zo) S (n—1)(n— 2) max 


<n ne = \U.(z)| < n?(3-+ log a), 


4TO HM TpeOoBaOCcb OKa3aTb. 
M3 (3) npu |z|=1 nonyyaem 


n+l on 


(38) > |Ax(z)| = DY \U.(z)| $1 {xr > |i’ (x exp i arg z)| dx. 


Tak Kak 
1 


n+l 

> 2 v2 

2 ros ent 
{x ax== Al tes = 


0 


TO OTClofa WM U3 (36)—(38) cuenyer (34): 


> |Ax(2)| < 3+ log n-++- n2(3 + log n) = = 3(3+ log n). 


AvaOrv4nbiIM 06pa30M MOKHO WOKa3aTb (35), ucxoga u3 (4) u (36). 
Tlopagqoxk oueHoK (34) wu (35), He MOKeT ObITh yay4ueH. 


Teopema 2. Ilyctb dynkuna f(z) peryaapua npu |z|<1 “ HenpeppiBna 
is |z| = 1. O6o3Ha4mM Yepes «w(d) Mogyab HenpepHIBHOCTH dbyHKuHN f(exp ix). 
CJM 


(39) lim (0) log d=0 
? =+ 
n2 
(40) m—o( 25 (Kk =e 1525 25%; n), 
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TO NOCJICMOBATeEIbHOCTh MHOFOWIeCHOB 


(41) Ral2)—= SS fer) An) +S Pr Ba(2) 


B Kpyre -|z| = 1 paBHomMepHo cxogutca K f(z). 


JlokazsaTeabcTBo. Tak Kak onpegerenHaa opmysion (30) (pyHKUMH 
F,,(Z) ecTb MHOrOWIeH He BbIe 2n— 2-oi cTeneHH, TO MMeeT MECTO TOKECTBO 


Fa(2) = Ds Faz) Au(2) +) Fe‘ (24) Bale). 
VUcnop3ya sto cooTHomenne uv (41), nouly4aem 
f(2)— Ra (2) = f(z) — Fa(2) + Fa(2) — Rn (2) = f(2) — Fa(2) + 
+ Falet) Anle) + Fees) Bue) — & fen) An(2) — 3 Bae) = 
= f(z) — F.(2)+ >, fe (2) — f(z)] Ax(2) + DS [Fx"(ax) — 8] Br(2). 


CrenopatenbHo, 


[/(2) — Ral2)] = If) — Fal2)| + DL) — Fa(@a)||An(2)| + 
+ SNF. (ea) + thal 1B) 
Orcioga, “3 (31), (32), (34), (35), (40) u (39) nojnyuaem 


/@)—R.@| = 60(4}460(4 et 


+e BES ole) eran 


4TO M TpeOOBaIOCh JOKa3zaTb. 


§5 


B atom §-e gaetca aBHbii Bun (0,1, ..., r—2, r)-WHTepMOAMOHHBIX 
MHOFOYWICHOB, JOKA3bIBaeTCA MX EMMHCTBEHHOCTb M HMCCJIeMyeTcCA HX CXOJMMOCTb 
B cnyyae f= 3. ies 


Teopema 3. Ecau r=2 natypanbHoe 4ncn0, n=Ts, 
fix, m(2) ~ (kK=1,2,..., 2; m=0,1,-.., r—2) 
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MHOrOWIeHbI (F —1) 2 —1-OH CTeMeHH, YAOBETBOPAIOUIME YCOBHAM 
ecmm fj=k, p=m, 
ecm j-k wan p#m 
(j, k= 1,2, ...pny m, p=, 1.3, Fe 


1, 
(42) Wed=| 6 


Ax, 7) ae hy, m(Z) are 


(43) 1 ( ae “ey fi (r= )e- 1) 
Nr fie Da (2) 274 (t) dt, 
rin F 
2 ntl _n-ly\r-1 ; (r-I)(@-1) | 
(44) Bi()= (2 2272 fi 2’ i,(t) dt, 
1 


@k,m VM Gy MOObIe KOMMIeEKCHbIe 4MCIa, TO PyHKUAA 


(45) R= 3 em Ass n(2) +S BBC) 


m=0 


€CTb €(MHCTBEHHbI MHOFOWIeH He BbILe 72— 1-o CTeNneHH, yAOBIeTBOPAIOWIMH 
yCJIOBHAM 


(46) RS” (z:) =a, m (K=1,2,...,2; m=0,1,..., r—2) 
(47) RY (21) = Be (k= 1,2, ..) ay 


JlokazatTenbcrTBo. JloKazaTenbCTBO 3TOM TEOPeMbI COBEPUIEHHO aHaJo- 
rH4HO OKasaTebCTBy TeOpeMbI 1. 


VUicxona u3 dopmyiibi 
n-1 


1 n-V 
(2) =—— D 2k eis 


v—0 
yOexaeMcA B TOM, 4TO Ax, »(Z), Bx(Z) HM, CeqoBaTenbHO, R,,(z) cyTb MHOrO- 
4YIeHbI He BbILe 72—1-OH CTeneHH. 
Brinosnenue ycrosu (46) meee u3 (42)—(45), (10). a (12). 


Yro6b1 oKasaTb (47), Belyncaum Af r) (2). Boiuncaaa r-yio npowsBoqHyK 
npousBeyenHA 


(n-1) 2» 


o() j alan Dn 25 (Dat 


B y3i1e 2, C HOMOLLbIO mpaBHla JleiOunua, yOexaemMca B TOM, 4TO. OHA paBHé 
(r-1) (n=) 


r[o(z)" >, epee Ait hel (23) 275 
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TaK KaK B OCT@JIBHBIX ClaraeMbIxX BCTpeyaiorcA w(z,) HM w”(z,), PaBHble, Kak 
MbI BHJ@JH, HYJO, 
Lacon. f= 7 
L zy — é j v= 
Gr) O, ecm jy U, Be cert 
Ho 
P (r-1) (n+1) 
r-1ly(r-1) B r-I r-1 - 
lo@ ky =(r—1)!o'@) =(—-1)!n zy? 
M, CJI€AOBATeIbHO, Halla MpOM3BOAHaA paBHa 


rin’? hy..(2»), 


oTKya B cuty (43) nony4aem 

AY?» (Zy) =0 (Ket 27,8} I= 0,1) 5.2572). 
AHaJIOrM4HbIM OOpa30M MOKKHO yOeQMTbCA B TOM, 4TO 
1, ecm v=k 
0, ecrmm vk 


V3 apyx nocnesHux cooTHoweHHH vu (45) nu cnegyer (47). 

Viz cyllecTBOBaHHA MHTepNoAAWMOHHOTO MHOrOYIeHa, TawKe KaK MB 
caydae r= 2, cnepyeT ero eqMHCTBeHHOCT. 

3ametum, 4TO B cayyae r—=3 


BY (z,) = (y,k=1,2,..., 0). 


hy, o(z) = (2) E = (z— 2) ; 
hi, 1(2) =I, (z) (2 — 2x) 


Haxoneu, ucceqyem cxogumoctp (0, 1, 3)-wHTepNOAALMOHHBIX MHOFO4IEHOB. 
Anayioru4Hyl0 TeOpeMy, BEPOATHO, MOXKHO JOKa3aTb M JIA OOWWerO Ciy4as. 


(48) (k=1,2,..., 0). 


Teopema 4. Ilyctb yuxuna f(z) Henpeppipnya npu |z|=1 u_ pery- 
aapHa mpu |z| <1, w(d) ecTb MOfyb HeMpepbIBHOCTH dbyHKuHH f(exp ix), 


(49) lim @ (0) log’ d = 0, 
n 
(50) a, =0|7—3- |, 
| fag) ee. 
; n 
(51) =o i] 


Tora NOCIEMIOBATEJIbHOCTh MHOFO“JICHOB 


(52) Rae) = 3 F(@s) As, o(2) + er As 1(2) + BB) 


k=1 


PaBHOMepHO cxOguTca B Kpyre |z|=1 kK f(2). 
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JlokasatesabcTBo. JlerkO BUseTb, 4TO 


(53) SS | Ai, »(z)| = O | sa ] (m =0, 1). 


Orcioja HeETPyMHO BbIBECTH COOTHOLMEHHE 


pa [As (z)| = ae log n). 


~ Tlostomy 


a > @) 2400) = POPC ee 


k=1 | j7=1 
= O(log n) O(n* m log n) — O(n? m log? n). 
Orciona, 43 (53) mu (43) nosyyaem 


(64) > [Ar m(2)| =O (24) (m=0, 1). 
OuesugHo | 

(55) 2 1B) —0( 8"). 

Tak Kak 


F, (2) = 2 >) FS")(z,) Ax, »(2) + > F(z) By (2); 
TO B Cully (52), (31), (54), (32), (55) u (49) 
F(2) — Ra(2) =F (2) — F(Z) + Fr(z) — Ri (2) = F(Z) — Fi(2) + 


pe SFL) Ak, m(2)+ SF (2) Bila) — 2; £(2) As, De Ar,1(2)- 


me 


ne a By By (2) = f(z) — Fr(z) + $ [F. (z:) — f(zi)] Ax,o(z)+ 


+ SQ) — a) Anr@)+ 3 1A @)— 81 B= Of o( 4}] + 
+ ol(}]Oceeee+}o[n0(7}+ lia) o( 2) + 


+ o|n o(1 \+oG2e) 0[ SB") =o 


4TO MH TpeOoBanOcb fOKa3zaTb. 


(loctynuao 13. VII. 1959.) _ 


UBER DEN AFFINZUSAMMENHANG VON, 
ZU TANGENTIALRAUMEN GEHORENDEN PRODUKTRAUMEN 


Von 
L. TAMASSY (Debrecen) 
(Vorgelegt von O. Varaa) 


Einleitung 


Der Begriff des affinzusammenhangenden Raumes wurde von H. WEYL 
eingeftihrt [5]. WEYL nennt den Raum dann affinzusammenhangend, wenn die 
Vektoren der in zwei beliebigen benachbarten Punkten P und+P’ genom- 
_menen Vektorraumen durch eine affine Abbildung miteinander verktinpft sind. 
Die Parallelverschiebung, d.h. die Zueinanderordnung der in benachbarten 
Punkten definierten Tensoren geschieht schon mit Hilfe der parallel verschobe- 
nen Vektoren, unter Anwendung der Zerspaltung des Tensors auf Komponen- 
ten nach den Vektoren eines adjungierten ko- und kontravarianten n-Beins. 

Die Gesamtheit der Tensoren zweiter Ordnung in den Punkten P bzw. 
P’ bilden zwei. Vektorraume von n? Dimension, genauer: sie bildén die Pro- 
duktraume von n°’ Dimension der n-dimensionalen Tangentialraume. Den 
-Vorangehenden gem4af sind diese Vektorrdume einander affin zugeordnet. 
Aber diese Zuordnung geschieht nicht unmittelbar, sondern mit Hilfe der 
parallel verschobenen Vektoren. Es ergibt sich die Frage, ob in dieser Weise 
jede affine Zuordnung dieser Tensoren entstehen kann, oder nur gewisse von 
diesen. Im letzteren Falle ist es namlich zu erwarten, daB man durch unmit- 
telbare Zuordnung der Tensoren zweiter Stufe fiir diese einen allgemeineren 
affinen Zusamennhang definieren kann. Wir werden zeigen, daB diese letzt 
erwahnte Moglichkeit wirklich besteht. 

Wir kénnen mit Hilfe des von WEYL eingefiihrten Zusammenhanges 
zwischen den in den benachbarten Punkten P bzw. P’ erklarten sdmtlichen 
Tensoren eine Verbindung zustande bringen, aber diese Verbindung fiihrt 
auch aus der engeren Menge der Invarianten und Tensoren, die in ihren 
kontra- bzw. kovarianten Indizes von gerader Anzahl sind, nicht hinaus. Wir 
werden zwischen diesen Mengen einen Zusammenhangtyp angeben, welcher 
zum Vorangehenden 4hnliche Eigenschaften besitzt, aber allgemeiner ist als - 
jener Zusammenhang, und iiber dieser engeren Menge denselben als einen 
Spezialfall enthalt. 

Fiir die Zwecke der Definition des affinen Zusammenhanges tiber: der 
obenerwahnten engeren Menge scheinen die von WEYL gebrauchten zwei 
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Bedingungen axiomatischen Charakters nicht leicht anwendbar zu sein, weil 
der Begriff des dort vorkommenden infinitesimalen Parallelogrammes mit der 
Parallelverschiebung der Vektoren in enger Verbindung steht, und somit hier 
gar nicht erklart werden kann. Aber beim Zustandebringen des affinen Zu- 
sammenhanges ist ein gewisse Forderungen befriedigender absoluter Differen- 
tialoperator sehr vorteilhaft zu benutzen. Einen solchen benutzt O. VARGA in 
seiner den affinen Zusammenhang der Linienelementenraume einleitenden Ar- 
beit [4]. 

So wird vor allem tiber der erwahnten Menge der Tensoren von gera- 
der Stufe die allgemeinste Form jenes absoluten Differentialoperators bestimmt,. 
welcher denselben Forderungen geniigt wie der gewdhnliche. Wir werden den 
affinen Zusammenhang durch das Verschwinden dieses neuen absoluten Dif- 
ferentials erklaren. Dies fiihren wir im § 1 aus. Wir bemerken hier, daB das 
fiir die Tensoren zweiter Stufe sich hier als Ergebnis ergebende abso- 
lute Differential auch schon bei E. BoMPIANI [1] vorkommt, ohne den Beweis, 
dai dieses den allgemeinsten Typ von gewissen nattiirlichen Forderungen 
geniigenden Operationen darstellt. Im §2 zeigen wir, wie dieser neue Zu- 
sammenhang den Alten als Spezialfall enthalt, und wir bestimmen Kriterien 
fiir das Auftreten des Falles der Reduktion. Im §3 stellen wir eine notwen- 
dige und eine hinreichende Bedingung fiir die Aquivalenz zweier solcher 
Raume auf. Im §4 bestimmen wir die Kriimmungen und die Torsion unse- 
res Raumes, und zeigen auf die geometrische Deutung dieser Tensoren. Im 
§5 charakterisieren wir den Fall der Reduktion auf rein geometrischem Wege. 


, Zum Schlu® bemerken wir, dab aus den folgenden klar hervorgeht, daB 
die Rolle der Menge der Tensoren gerader Stufe durch eine beliebige 
Menge iibernommen werden kann, welche aus solchen Tensoren bestehi, die 
in ihren ko- bzw. kontravarianten Indizes von nk-ter Ordnung sind, wo 
k>2 eine fixierte und n eine beliebige natiirliche Zahl ist. In diesem Falle 
ist aber die Gestalt der Zusammenhange und die Fassung der Ergebnisse 
offensichtlich komplizierter. Wir begniigen uns mit der hier angefiihrten Be-— 
merkung dieser Tatsache und werden dies in unseren Ergebnissen nicht zum 
Ausdruck bringen. 


§ 1. Obertragungskoeffizienten 


Sei ‘3 die Menge, die aus den Invarianten und aus denjenigen Tensoren 
des n-dimensionalen Raumes besteht, die in. ihren ko- bzw. kontravarianten 
Indizes von gerader Ordnung sind.-Wir suchen iiber $8 einen solchen im. 
allgemeinen vom Ort abhangigen absoluten Differentialoperator, der in den 
Komponenten des Tensors, in den ersten Ableitungen der Komponenten des 
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Tensors, und in den Koordinatendifferentialen (in jedem einzelnen derselben) 
linear ist, einem Tensor einen Tensor gleicher Stufe ordnet, unabhangig vom 
Koordinatensystem ist, fiir Summe und Produkt die gewohnlichen Differentia- 
tionsregeln bestehen, und einer Invariante das gewohliche Differential zuord- 
net. D.h. fiir diesen Operator # gilt 


ADIGE eas 
(1) oT = (7,2, x}ax, 
Tae ade BP gee oe 
(2) vr mee ae ager T ee 
(3) a 
(5) TUS 3-T-UET- SU, 
(6) 91=dl, 


wo 7 und U Elemente von $ sind, LZ; in 7 und af bilinear ist, / eine 


Invariante und d das gewohnliche Differential bezeichnet. Wir haben mit 
x die neue Koordinaten und mit “~~ im allgemeinen die im neuen Koordi- 
natensystem genommenen Grdfen bezeichnet. 

Unsere erste Aufgabe wird die Bestimmung der Form des allgemeinsten 
solchen Operators sein. Wir beschranken uns zuerst nur auf Tensoren zwei- 
ter Stufe. Aus den hier gewonnenen Ergebnissen werden wir die allgemeine 
Form schon leicht bestimmen kénnen. _ me 
$T¥ kann wegen (1) und (4) in 7" und in = 
und im Ausdruck von #7% kann kein von 7" und 


abhangiges Glied vorkommen. Daher ist 


> “~ TH bi 
(7) Tx) = wil (X) oe dx! +-yu8(x) Th dx’. 


Damit 3T#%-vom Koordinatensystem unabhangig sei, und einen kontravarian- 
ten Tensor zweiter Stufe bildet, miissen sich yw und y nach 


zusammen nur linear sein, 
0 TR 
ax" 


freies, nur von x 


—ab e 4 iy oo 
(8) Y I= ayr Ox Ox OX? OX" OX vas 
UL} MPO vex GUO xe a 
(9) Yea 1x Gxd axe ax* axl" 


ax ax re ax ox YM! 


ax ax®( @x* axt , axt ax! ee eae 
ax°ax™ ax* § ax* ax4ax™ 
transformieren. 


- 5e 
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Betrachten wir jetzt den Ausdruck 7¥(x)U;(x)=/(x). Das absolute 
Differential von /(x) ist gemaB (5) und auch gemaB (6) berechenbar. Durch 
fda ergibt sich 


Dies muB fiir einen beliebigen Tensor 7 und fiir beliebiges dx‘ gelten. So 

z.B. auch wenn jede Komponente von 7% auBer 7!!—1 verschwindet. Dar- 
gin bhaiot 

axv Unabhangigen, 


aus ist es ersichtlich, da& fiir die Existenz eines von 
sowohl (5) als auch (6) befriedigenden #7” die Bedingung 

pint": = 0x0) OF 
notwendig ist. Eine solche Wahl von w ist vom Koordinatensystem unab- 
hangig, da nach (8) auch w ein Tensor ist. So folgt aus (7), (10) und (9) 


(11) IT =dT" 4 il Tax, 

(12) FU; = aU ;— 75 “Usd: 
say Ox axe ti Xe ae OX" AX% AXA. Axess 
Yoq p= — O.. eee 

(13) Miter ax°axt dat ax” axtaxt ax’ ax ax’ ax? axt tet 


Es ist mit Riicksicht auf (13) leicht nachzupriifen, daB die entsprechend 
(12) gewonnenen Werte von #U;; auch die Forderungen (1)—(4) befriedigen. 

Wollen wir jetzt #A”™,,.. bestimmen, wo A ein Element von hoherer 
Ordnung von ‘} ist, so tiberschieben wir A mit Elementen von zweiter. Ord- 
nung von ‘fs, solange bis wir eine Invariante bekommen. Darauf wenden wir 
(5) und (6) an, dann folgt durch Vergleich 


(14) AP. = AAP op. (7a A op. Ft Pop tA en, = dx, 
Das Erfiilltsein von (1)—(6) laBt sich wieder gleich iiberpriifen. Mit Riicksicht 
auf den Gang der Uberlegungen dieses Paragraphen kénnen wir behaupten 


SaTz. 1. /m Kreis der Tensoren, die in ihren kontra- bzw. kovarianten 
Indizes von gerader Ordnung sind, ist (14) der absolute Differentialoperator 
von allgemeinster Form, der die Bedingungen (1)—(6) befriedigt. (13) ist das 
Transformationsgesetz der den Operator festsetzenden Gréfen. 


Hiernach definieren wir die Parallelitat der Elemente von 38 in zwei 
benachbarten Punkten P(x) und P’(x+ dx). 


DEFINITION. A(P) ist parallel verschoben von P nach P’, wenn 
JA=0 ist. 


- 
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Wir bemerken: a) Das Transformationsgesetz (13) erfiillt die Eigen- 
schaft der Transitivitét. Daher bilden die y beziiglich der stetig differenzier- 
baren und umkehrbaren Transformationen x'—x‘(x) eine Transformations- 
' gruppe. — b) Es hat keinen Sinn, von der Symmetrie von y in zwei seiner 
oberen bzw. unteren Indizes zu sprechen, weil diese Eigenschaften bei ele 
feetermahion im allgemeinen verloren gehen. Aber die Relation yxs= 
= yt bleibt invariant. Beziiglich der Eigenschaft, daB zusammen mit einem 
symmetrischen (bzw. antisymmetrischen) Tensor 7” auch #7 symmetrisch 
_ (bzw. antisymmetrisch) sei, ist eben die erwadhnte Relation notwendig und 
hinreichend. 


§ 2. Der Fall der Reduktion 


1. Den Relationen (§ 1, (1)—(6)) geniigt iiber $8 auch 
(1) : Te a = Se ie + (MipAve op... a ae Dg Ae tas oz -+)dx, 


eee geome ae oe Ox +1 

@) Pe oe Ox Or + ox 0 oF UI 

Daher ist es méglich, einen affinen Zusammenhang auch durch das Ver- 
schwinden von DA zu definieren. Bezeichnen wir den im vorigen Para- 
graphen iiber {$ mit Hilfe von y definierten affinzusammenhadngenden Raum 
mit {8,7}, so kénnen wir diesen Raum mit {%, 77} bezeichnen. Wir zeigen, 
daB {$,yv} den {P, 7} als Spezialfall enthalt. Nach Satz 1 ware es hinrei- 
chend nur darauf hinweisen, da&8 #% mit D iiber $8 nicht 4quivalent ist. Wir 
’ wollen aber auch die Frage untersuchen, wie und wann # den Operator D 
enthalt. Der Einfachheit wegen beschranken wir uns wieder nur auf Tensoren 
zweiter Stufe, dies gibt aber schon eine klare Ubersicht iiber den allgemei- 
nen Fall. 

Es seien im Koordinatensystem x die / und damit auch die 


(3) DT! =dT? +(e TI 4D AT") dx’ 


gegeben. (§ 1, (11)) und (3) unterscheiden sich nur in den Koeffizienten der 
entsprechenden 7". Definieren wir also jetzt die y so, da die Koeffizienten 
der 7” in den zwei Ausdriicken einander gleich seien, dann ist 


(4) Yut't = é/ bi et a 0; C vt : 
Dies ist in einer auf Null reduzierten Form mit Riicksicht auf (2) und (§ 1, (13)) 
eine Tensorrelation. — Weiter kann (4) bei gegebenen y im pi pemeingn 


nicht gelten, doch miissen gemah (4) z.B. von den GréBen 7x17 mehrere 
verschwinden. Es gilt daher der 
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Satz 2. Der mit Hilfe des  definierte affine Zusammenhang enthdlt 
den iiber 3s mit Hilfe von D definierten affinen Zusammenhang als Spezial- 
fall. Damit sich der erstere auf den letzteren reduziere, ist das Bestehen von (4) 
notwendig und hinreichend. 


2. Da die Lésbarkeit des Gleichungssystems (4) nur von den y abhdngt, 
und von dem Koordinatensystem unabhangig ist, so miissen zwischen den 
y von dem Koordinatensystem unabhangige Relationen existieren, die not- 
wendige und hinreichende Bedingungen der Lésbarkeit ausdriicken. Wir wollen 
diese Bedingungen jetzt bestimmen.' Dabei werden sich die unabhangigen 
 Gleichungen in (4) herausstellen, die alle nur einen einzigen Unbekannten 
enthalten, und so werden wir fiir die Lésung von (4) — im Falle der Lés- 
barkeit — ein sehr einfaches Verfahren erhalten. Wir werden diese Bedin- 
gungen erst in einem beliebig gewahlten Koordinatensystem bestimmen, ‘und 
darauf werden wir zeigen, daB sie koordinateninvarianten Charakter haben. 

Da die rechte Seite von (4) sowohl in den Indizes i und / als auch in 
den Indizes k und / symmetrisch ist, so ist zur Lésbarkeit 


(5) Yue ao Yuet =0 

notwendig. Weiterhin ist, wie aus (4) ersichtlich, auch das Bestehen der 
Relation 

(6) yu'r+ =O wenn ixk und jl 


notwendig. Im folgenden setzen wir das Bestehen von (5) und (6) voraus. 


Jetzt zerspalten wir die Gleichungen des Gleichungssystems (4) in drei 
Teile: 


A) Esusti==k “and jae. 


Diese Gleichungen kiénnen wir vernachlassigen, da sie mit Riicksicht 
auf (6) fiir jedes 7’; erfiillt sind. 


B) Es ist ik, aber jl. 
Somit ist 
(7) yu = ly, tee Yat = ae (i#l). 
Die notwendige und hinreichende Bedingung der Lésbarkeit dieses Teil- 
systems ist 
(8) yn 1— yor =O =f #1)... 


1 Die einfachste Bedingung solcher Art ist die, welche die Ubereinstimmung der 
Range der aus den Koeffizienten des linearen Gleichungssystems (4) gebildeten Matrix und 


der erweiterten Matrix ausdriickt. Dies ist aber eine verhdltnismaBig komplizierte Relation, 
und wir werden eine durchsichtigere angeben. 
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(Wenn die Summation fiir zwei Indizes vorgenommen werden mite, aber 
diese mit Stern versehen sind, so bleibt die Summation weg.) 


C) Es ist =k und j=l. 

Die hierher gehdrenden Gleichungen sind 

a) yu e=2T1', seey Yani = Bary | 

b) ve tHE t+ Teh, ...; Yn-1n Sey weer s ee 


Die notwendige und hinreichende Bedingung der Losbarkeit dieses Teilsy- 
stems ist 


*|* 1 i *)* 
(10) yet OY (Yao +t yer :)=0. 


(9) 


Aus (§ 1, (13)) ist es gleich ersichtlich, daB (5) und (6) Tensorrelationen 
sind. Da® auch (8) eine Tensorrelation bildet, ist folgendermaBen einzusehen : 
Wegen des Wegfallens der zweiten <Ableitungen ist 


ee ae ae ax" 9X Gx OX, OX 
Peto) Od fe or a A Sy } 


Wo xe tox 050 DX OX oa 


Deere gee Maar gap Te * (d# b). 
Im ersten Glied auf der rechten Seite fallen wegen (6) die Glieder mit i +k 
und j/ weg..Der im Falle ik und /+#/ aus diesem Glied hervorge- 
hende Ausdruck ist 
= axe ax™ ax® ax’ ax , iti 

ax” ax" ox ax! ae 1" " 
‘Wegen (7) ist aber jedes in diesem Ausdruck vorkommende y gleich yi", 
wo k* ein beliebiger festgehaltener Index ist. So ist dieser Ausdruck gleich 


Ox? ax ax is 
ox oxt gxr te 
Im Falle j=l! (sowohl fiir iz-k als auch fiir iA) erhalten wir wegen den 


auftretenden 0% neuestens den Wert Null. Durch ein dhnliches Verfahren er- 
halten wir im zweiten Glied der rechten Seite 


ds =. (5 Ox Ox (ox kj od] 
Pots —Yore = Gag axe gx We! Ye"): 


DaB auch (10) unabhangig von Koordinatensystem ist, laBt sich ahnlich 
beweisen. Damit haben wir den Beweis erbracht fiir den folgenden 
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Satz 3. Die von Koordinatensystem unabhdngigen notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen fiir die Lésbarkeit von (4), d.h. die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen daftir, dap {%, 7} sich auf einem {%8, I} re- 
duziere, sind (5), (6), (8) und (10). Die Werte der I’, liefern in diesem Falle 
(7) und (9a). 


Aus (7) und (9) ist es ersichtlich, daB die Lésung von (4) eindeutig 
ist. D.h. es gilt der | 


Satz 4. Ein {%8, y} reduziert sich héchstens auf eine Weise auf einen 


§ 3. Die Aquivalenz 


Ein auf das Koordinatensystem x bezogener Raum {58,7} und ein auf 
das Koordinatensystem x bezogener Raum {${,7} sind miteinander dann 
aquivalent, wenn es ein solches stetig differenzierbares, eindeutig umkehrbares 
Funktionensystem 


(1) xi 22 xi(X) 


gibt, welches die Punkte der zwei Raume einander so zuordnet, daB zwischen 
den in den einander entsprechenden Punkten genommenen y und y die Rela- 
tion (§ 1, (13)) gilt. Existiert ein die erwahnten Eigenschaften besitzendes 
Funktionensystem (1), so ist (§ 1, (13)) mit 


Ved iB )peee = py p+ pa’ De + 7a (X) De Da Pr 
Z 
Pal ee *aglt MSL ax°ax! 
dquivalent, was fiir gegebene 7 und ¥ ein fiir das Funktionensystem (1) auf- 
gestelltes Differentialgleichungssystem ist. Wir nehmen eine Umgestaltung 
von (2) in ein sogenanntes gemischtes System vor, und werden mit Hilfe 
desselben fiir die Existenz einer die erwiinschten Eigenschaften besitzenden 
Liésung eine notwendige und eine hinreichende Bedingung ableiten. 


Nehmen wir die Existenz einer den obenerwahnten Eigenschaften ver- 
Migendens mat an, und bezeichnen wir die partiellen Ableitungen der In- 
versen X’==x’(x) nach x“ von (1) mit gi. Aus (2) Staite sich 


pi Pt (Fp aty Var “Tea ) = De aD; + pa’ Py <b 


(yu, — ye, aes Yui") De Pa Pi : 
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Uberschiebung mit q/, ergibt 
1 


(3) FOE = n ag | (G.’ d fee On p: pu), 
wo 
( 4) ‘the = Tek t cis Vir “ ae Wher 
ist. Das pitiog gwar von G ist 
5 ae ae ‘ihe <— 0x? Oxt nme 
(5) J axe AG aril ae ‘gx ax ax G, t]- 
Unser gemischtes System von Typ 
a0" mn he 
6) a) a = yw; (O, x) (@ == 1)'2; 2.5), 
b) Fi(O,x)=0 (y= 1,2, <1 So) 
besteht aus den Differentialgicichungen 
ax! i 
a) Gea = Pa(X), 
@ ») “%__! G+ a@pt—Gi@)ptph 
ax™  n + 1 - : 
pra. 1 joe doy Ab y 0G; 
c) ox” ma rey ax” Pi + Ge dP nas ax —— ph De Da— 


3 Gi; ice pi + pi Pan | ! 


und aus der Skalarrelation (2). Hier wird die Rolle der ©* von den x’, p? und 
pa tibernommen. Offensichtlich befriedigt jede umkehrbare Loésung des Dif- 
ferentialgleichungssystems (2) das gemischte System (2), (7), und auch um- 
gekehrt. 

Wir kénnen (2) mit Hilfe von (7b) auf eine Form bringen, welche die 
Ubersichtlichkeit der folgenden Relationen in betrachtlichem MaBe fordert. 
Indem wir den aus (7b) sich ergebenden Wert von p,.’4 in (2) einsetzen, er- 
halten wir 


(8) | A” yt De Pa Pp = A” cat PuPr 
wo ; 
(9) Alas == (n +- 1 Vine” = (0; Ge: + Of, Gi') 


ist. {3,7} und {,7} sind dann und nur dann Aquivalent, wenn (7) und (8) 
ein Loésungssystem besitzt, wo (1) umkehrbar ist. 
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Der Satz von J. M. THOMAS und O. VEBLEN [3] beziiglich der Losbarkeit 
des gemischten Systems von Typ (6) sagt folgendes aus: Wir bilden die In- 
tegrabilitatsbedingungen von (6a) und die partiellen Ableitungen nach x* von 
(6b), wobei wir auch (6a) beriicksichtigen. So erhalten wir gewisse Relationen 


Fi'(0, x) =0 (4; om], 2,005; Sie 


Aus diesen letzteren entsteht nun durch ein d4hnliches Verfahren eine neue 
Gleichungsgruppe. Indem wir dieses Verfahren fortsetzen, gelangen wir zu 
den Gleichungen 


(10) (0, X) =0,..., Fx*(O, x) =0. 


Nach dem erwahnten Satz ist fiir die Lésbarkeit von (6) die Existenz eines 
solchen N notwendig und hinreichend, daB die N ersten Gleichungsgruppen 


von (10) fiir jedes X in einem Gebiet ein vertragliches Gleichungssystem 
bilden, und dab FEN —0O schon eine Folge der vorangehenden Gleichungen 
ist. Bezeichnet p die Anzahl der unabhdngigen Gleichungen von (10), und 
M die Anzahl der Unbekannten des gemischten Systems, so enthalten die 
-Lésungsfunktionen M—p willkiirliche Parameter.’ 

Zwecks der Anwendung dieses Satzes bilden wir nun mit Riicksicht auf (7) 


die Integrabilitétsbedingungen von (7). Die Integrabilitatsbedingung von (7a) 
ist mit Riicksicht auf (7b) ; 


(11) Sp = Sx" Pe Pa, 
wo 
ss ] 9 4 
(12) hee n+1 (G,", her G; ) 
‘ist. Die Integrabilitatsbedingung von (7b) ist, mit Riicksicht auf (7b) und (7a) 
(13) R' sca Pa = R'nj Pr D2 Pi, 
wo? 


A 


= 1 vo 8 uv 8 1 aG;, aG;; 
ihe Eta Gea (Gi's GGG) + EF axe oe) 


ist. Die rechte Seite von (7c) ist die partielle Ableitung von fe nach x”. Es 


driickt die Integrabilitatsbedingung von (7c) die Gleichheit der zweiten par- 
tiellen Ableitung von p? hinsichtlich x* und x”, mit der in entgegengesetzte! 
® Beziiglich einer solchen Fassung des Satzes siehe [2], S. 16. 


3 Die ZweckmaBigkeit des Einschaltens des Faktors 


pa geht aus Satz 9 hetvoty 
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Reihenfolge genommenen zweiten partiellen Ableitung aus, die fiir eine zwei- 
mal stetig differenzierbare Funktion eine Identitat ist. 


Bevor wir (8) nach X* ableiten, bemerken wir,daB auf Grund des Trans- 


formationsgesetzes (5), die Gréfe : i G;’, zur Bildung einer kovarianten 


Ableitung geeignet ist. Die partielle Ableitung von (8) nach x* ist mit Rtick- 
sicht auf (7b) und (7a) 
(15) Av earls Da Pr —- A” ‘it\pPcPa PrP 


] 
1 G nach x* gebildete kovariante Ableitung 


wenn wir die mit Hilfe von : 


mit einem nach einem Strich gesetzten s bezeichnen. Es ist leicht einzusehen, 
daB die hinsichtlich x" gebildete partielle Ableitung eines Ausdrucks, der das 
tensorielle Transformationsgesetz einer beliebigen GréBe ausdriickt, mit Rtick- 
sicht auf (7b) und (7a) einen solchen Ausdruck ergibt, der das tensorielle 


Transformationsgesetz der mit Hilfe von 1 G gebildeten kovarianten Ab- 


leitung dieser GréBe beschreibt. Wird (15) anstatt den jetzt Fi'—0 entspre- 
chenden Relationen F3*—0O entsprechenden Relationen gereiht (was keine 
wesentliche Anderung bedeutet), so erhalten wir mit Hilfe des Kriteriums von 
THOMAS und VEBLEN die folgende Bedingung: : 

Satz 5. Notwendig fiir die Aquivalenz der’ Rdume {¥, vy} und {%, 7} ist 
die Existenz einer Zahl N von der Art, dag ny Relationen, die das tensorielle 


G_ gebildeten ersten N—1 


Transformationsgesetz der mit Hilfe von a i 


kovarianten Ableitungen der Tensoren A,S,R zum Ausdruck bringen, ein 
vertrigliches Gleichungssystem fiir jedes x in einem n-dimensionalen Gebiet 
bilden, und daf die Relationen, die das tensorielle Transformationsgesetz der 
N-ten kovarianten Ableitungen ausdriicken, schon Folgerungen der Vorange- 
henden sind. 

Ist die Lésung des gemischten Systems (7), (8) eine solche, daB man 
in jedem Punkt x, eines gewissen Bereiches 8 ein Wertesystem ChtinttesCont 
derart finden kann, daB die Determinante |p3(X),¢)| der Lésungsfunktionen 
Dal; ;~-.) ‘?) nicht verschwindet, bilden die in den Lésungen vorkom- 
menden Funktionen x‘ = x‘(X,c,) fiir jedes x aus & fiir die entsprechenden 
c, ein umkehrbares Funktionensystem, d. h. die zwei Raume sind aquivalent. 


Ob ein solcher c, existiert oder nicht, ist bei bekannten p(x, i sehr leicht 


4 Siehe [2], S. 3. 
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zu entscheiden. Wir wollen aber auch eine solche Bedingung finden, die 
ohne Kenntnis der Lésungen die Umkehrbarkeit der 2*—x‘(X,c) sichert. 
Fine solche Bedingung ist p=0, wo p (nach den Vorangehenden) die 
Anzahl der unabhangigen Relationen ist, die jetzt den Gleichungen (10) ent- 
sprechen. Dann enthalten namlich die M Lésungsfunktionen M beliebige 
Parametern, und diese sind in einem beliebig festgehaltenen Punkt x, so 
wahlbar, dai die Lésungsfunktionen, und so auch die p2(x, c) fiir diese Para- 
meterwerte beliebig vorgegebene Funktionenwerte annehmen. Es gilt daher der 


Satz 6. Fiir die Aguivalenz der Rdume {\,7} und {%, 7} ist es hin- 
reichend, wenn auper der Lisbarkeit des gemischten Systems (7), (8), noch die 
in der Lésung auftretenden Konstanten in jedem Punkt xX, eines gewissen 
Bereiches so wihlbar sind, dap |pa(Xo,¢.)|4-0 ist. Dies ist sicher der Fall, 
wenn p==0 ist. 


§ 4. Kriimmung und Torsion 


1. DEFINITION. Wir nennen den Raum {}, 7} affin, wenn es ein solches 
Koordinatensystem gibt, in dem sdmtliche Koeffizienten der y iiberall ver- 
schwinden. 

Gemaf dem vorangehenden Paragraphen besteht die Bedingung dafiir, 
daB der {8,7} ein affiner Raum im Sinne der hier gegebenen Definition ist, 
darin, daf das Differentialgleichungssystem 


(1) Dei Da + a’ Pe + far” «(X) De Pa Py = O 
eine umkehrbare Lésung beziiglich der Funktionen 

(2) X'=x'(x) , 

besitzt. 


SATZ 7. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap {¥, y} 
einen affinen Raum bildet, ist das Verschwinden der Kriimmungstensoren R 
und A, und des Torsionstensors S. 


R, A und S sind wirklich Tensoren. Sind namlich die x‘ = x‘(X) nicht 
unbekannte Funktionen, wie das im vorigen Paragraphen der Fall war, son- 
dern Funktionen, die eine Transformation beschreiben, so sind (§ 3, (13)), 
(§ 3, (8)) und (§ 3,(11)) nicht Bedingungsgleichungen, sondern Transforma- 
tionsgesetze. Dies bedeuten aber eben, daB R, A und S Tensoren sind. 

Das Verschwinden der erwahnten Tensoren ist wirklich notwendig. Die 
Komponenten von ¥, oder deren Ableitungen nach (§ 3, (14)), (§ 3, (9)), (§ 3,(12)) 
und (§ 3, (4)) kommen namilich in jedem Glied der Ausdriicke fiir R, A und 
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S vor. Ist {8,7} affin, so gibt es nach unserer Definition ein Koordinaten- 
system, in welchem samtliche Koeffizienten der y iiberall verschwinden. Dann 
verschwinden aber hier auch die Ableitungen der y, und so auch die Ten- 
soren R, A, S. Dies ist aber dann in jedem Koordinatensystem der Fall, 
da sie Tensoren sind. 

Ankniipfend an die beiden Siitze des vorigen Paragraphen zeigen wir 
jetzt, daB im Falle des Verschwindens der R, A und S-{, y} 4quivalent mit 
jenem, auf das Koordinatensystem x bezogenen {8,7} ist, fiir welchen 3 
‘ identisch verschwindet. Dies wird im Sinne unserer ‘Definition den pie 
reichenden Teil unseres Satzes beweisen. 

Das jetzt zu lésende gemischte System reduziert sich auf das Differen- 
tialgleichungssystem 


ax’ 


a) a x? = Ppa(x), 
(3) 
2 0 pt cai 
b) axt — ET Pe. 


Das in (§ 3, (7b)) vorkommende G fallt wegen des Verschwindens der 7 weg. 
Die linke Seite von (§ 3,(8)) verschwindet wegen unserer Bedingung, und 
fiir die rechte Seite gilt dies wegen des Verschwindens von y. (§ 3, (7c)) ist 
zu vernachlassigen, wie wir darauf schon im vorigen Paragraphen hinge- 
wiesen haben. In diesem Falle existiert wegen des vorausgesetzten Ver- 
schwindens von R und S eine Zahl N, welche die im Satz 5 geforderte 
Eigenschaft besitzt, und zwar ist N=1. — Da die dem (§ 3, (10)) jetzt 
entsprechenden Gleichungen lauter Identitaten sind, so ist die Anzahl der 
unabhangigen Gleichungen gleich Null. So geht auch die Bedingung des 
Satzes 6 in Erfiillung, was schon die Aquivalenz von {, y} und {, 7} 
sichert. Damit haben wir auch den hinreichenden Teil des Satzes 7 bewiesen. 


2. Nunmehr moéchten wir auf die geometrische Bedeutung des Tensors 


A hinweisen. 


Satz 8. Die hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, dap der 
Raum {¥, y} sich auf einen {8, '} reduziert, ist das Verschwinden des Kriim- 


mungstensors A. 
Das Verschwinden von A ist hinreichend. Dann ist namlich (§ 2, (4)) 
ldsbar, und dies ist gem4B dem Satz 2 zur eee vom {‘3, vy} auf einen 


{¥, I} wes hinreichend. Die Lésung ist =a i; k- — Das Verschwin- 


den von A ist auch notwendig. Reduziert sich ndmlich {, 7} auf einen 
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i I}, dh. ist (§ 2, (4)) lésbar, so gilt — wenn man diese Werte der y in 
(§ 3, (4)) einsetzt — 


(4) Gy =(n +1) Px. 


Indem wir jetzt die nach (§ 2,(4)) genommenen Werte der 7 und die nach 
' (4) genommenen Werte der G aber in den Ausdruck (§ 3, (9)) fiir A ein- 
setzen, erhalten wir Null. 

Aus dem Gesagten, aus (4), sowie aus den Relationen (§ 3, (14)) und 
(§ 3,(12)), die sich aus der Definition von R und von S ergeben, folgt der 


Satz 9. R und S reduzieren sich im Falle des Verschwindens des Ten- 
sors A auf die Kriimmung und auf die Torsion eines durch das I erzeugten 
(gewéhnlichen) affinzusammenhdngenden Raumes. 


Ist {8,7} affin, so verschwindet nach Satz 7 der Tensor A. Dann redu- 
ziert sich {J’, 7} nach Satz 8 auf einen Raum {}, 7}, welcher nach Satz 4 
der einzige derartige Raum ist. {, 7} ist aber ein Teil des tiber der Menge 
{ samtlicher Tensoren durch das J” erzeugten gewO6hnlichen affinzusammen- 
hangenden Raumes (welches wir mit {T, 77} bezeichnen). Wegen des Ver- 
schwindens der Tensoren R und S (Satz 7) verschwindet aber nach Satz 9 
sowohl die Kriimmung als auch die Torsion dieses {T, 7}, also ist dies ein 
affiner Raum in gewodhnlichem Sinne. Daher gilt der 


SATz 10. /st {}, 7} in dem am Anfang dieses Paragraphen gegebenen 
Sinne affin, so..ist er ein (die Tensoren gerader Stufe enthaltender) Teil 
eines gewohnlichen affinzusammenhdngenden Raumes. 


3. Endlich untersuchen wir die Bedingungen der Existenz eines absolut 
parallelen Tensorfeldes. 
Diese Untersuchung verlauft ganz analog zur Untersuchung der ent- 


sprechenden Frage fiir den Raum {f, I}, und hangt mit der Integrabilitat des 
Differentialgleichungssystems 
TY i 
IPODS nC) TR) =0 


zusammen, mit dem Unterschied, daB hier anstatt des dem Raume {2, Tr} 
entsprechenden Kriimmungstensor R, der Tensor 


47 OTK v __ OYm't t rm y rm 
| => ~ oxt- ax’ ———— =f Yrn't Yk orm a 14: 


auftritt, dessen Verschwinden notwendig und hinreichend dafir ist, daB wir 
jede Komponente des absolut parallelen Tensorfeldes 7” oder 7, in einem 
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Punkt x, frei wahlen kénnen. Die Relation geht im Falle der Reduktion des 
{8 y} auf einen {4 7} in 


0}, ft + é} ee azz () 


iiber, was auch ohne das Verschwinden des R in Erfiillung gehen kann. 


§5. Geometrischer Hintergrund des Falles der Reduktion 


Wir haben im §2 und im Satz 8 mehrere verschiedene notwendige und 
hinreichende analytische Bedingungen dafiir gegeben, daB ein {}, y} Raum 
sich auf einen {}, 1} reduziere. Jetzt geben wir endlich eine rein geomet- 
rische Bedingung fiir diese Reduktion. 

Wir haben den affinen Zusammenhang des Raumes ({%, 7}, welcher 
allgemeiner ist als der fiir {3,7}, durch die unmittelbare affine Zuordnung 
der Tensoren 7" erreicht. Diese Tensoren bilden in einem Punkt unseres 
Raumes ein Vektorfeld von n’? Dimension, genauer einen mit sich selbst 
gebildeten Produktraum des Tangentialraumes E,.° Sind — und » Elemente 
von E,, so nennen wir das Element des Produktraumes vom Typ 


(1) | Vom Ey 


dekomponierbar. Offénsichtlich sind nur einige spezielle Elemente des Pro- 
duktraumes (nur einige spezielle Tensoren zweiter Stufe) dekomponierbar. 

Dem Element 7‘/(x) des Punktes x ist mit Hilfe des Operators + das- 
jenige Element des Punktes x-++dx zugeordnet, dessen Komponenten bis auf 
in. dx lineare Glieder die 


T? (x) — pure (x) T" (x) dx" 


sind. Es kann vorkommen, daSB diese Zuordnung die dekomponierbaren — 
Elemente der benachbarten Produktradume 7%(x) und 7% (x-+.dx) einander 
zuordnet. Wir zeigen den 


5 Sind die Basisvektoren des n-dimensionalen Tangentialraumes E,, die é, (i=1, 2,..., 0), 
so ist der n?-dimensionale Produktraum definitionsgem46 durch die Paare e; x e; aufge- 
spannt, und er unterscheidet sich von ¢ einem n2-dimensionalen Vektorraum darin, da8 hier 
nicht alle Basistransformationen e, x é - Ai; j (e, % é) (| Ai. 7 * 0) erlaubt sind, sondern 


nur solche, wo Ai, die Form Ai, 4’ AT a0) hat, und eine solche Transformation mub 
dann in unserem Prodibeaunt durchgefart werden, wenn der Raum E,, die Transforma- 
tion ey =A e; erleidet. 

Fiir den Begriff des Produktraumes siehe das Biichlein LicHNEROWICcz, Eléments du 
calcul tensoriel (Paris, 1950). 
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SaTz 11. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafs der 
Raum {}, 7} sich auf den Raum (8, P'} reduziere, ist das, dap der Operator 
3 jedem dekomponierbaren Element zweiter Ordnung der Menge } ein Element 
des benachbarten Punktes zuordnet, das in dem Sinne dekomponierbar ist, dap 
dieses Element bis auf in dx lineare Glieder das- Produkt zweier Vektoren ist. 


Dieser Satz charakterisiert den Fall der Reduktion durch eine unmittel- 
bare geometrische Eigenschaft. 

Die gegebene Bedingung ist notwendig. Tatsachlich ist im Falle, wo 
# sich auf D reduziert, der 


(2) V" (x)—[Pet (x) VY (X) + Tv’ (X) V" aX’, 


der dem nach (1) dekomponierbaren V(x) zugeordnet ist, im Sinne des 
Satzes wieder dekomponierbar. (2) ist namlich unter Vernachlassigung von 
Gliedern, die in dx von zweiter Ordnung sind, ein tensorielles Produkt der 
Vektoren, die im Punkt x-+dx die Komponenten 


(3) a) E()—T¥i@)E~@ax und b) 9) —Li'(x) 1 @) ax 


besitzen, und dasselbe ist auch im Falle von dekomponierbaren kovarianten 
Tensoren zweiter Ordnung der Fall. 

Zwecks Vorbereitung des zweiten Teiles des Beweises zeigen wir, dab 
fiir einen in der Form (1) dekomponierbaren Tensor V”, der kein Nulltensor 
ist, die in allen anderen Dekompositionen 


(4) V¥ = pio! 
vorkommenden o' und 0’ die Form 
(5) g=28, of =ty #0) 


besitzen. Es sei V‘ ein derartiger Tensor, und es sei V‘- irgendeine nicht 
verschwindende Komponente von V. Es ist dann V'e40— &'0 7% — givrar“£Q 


und &, 7%, o', e% £0, Daher ist o» = AE nur fiir den einzigen =z + 0 
richtig, und so ist notwendigerweise ght 7’. Wir nehmen an, daB es 


solche V'\£0 gibt, wo o' und oe’ nicht in der Form o% = AE, ght Te 


darstellbar sind, sondern o' = w&i, gi — 7 (u + 0) ist. Wir betrachten die 
Komponente Vie = &' 941 —= o'04, welche wegen der ftir die o% und o% beste- 
henden Relationen auch ay eal 7* gleich sein muB. Dies ist aber nur im 
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Falle 4—« moglich. So besteht fiir die nichtverschwindenden Komponenten 
von V (5). — Ist Viv == 84741 —orois—O0, so ist in den zwei mittleren 
' Ausdriicken mindestens je ein Faktor gleich Null. fiir die einander entspre- 
chenden verschwindenden Faktoren (einander entsprechend sind & und o* bzw. 
n’ und @7') besteht die entsprechende Relation von (5). Fiir einander ent- 
sprechende, nichtverschwindende Faktoren ist das Bestehen der entsprechen- 
den Relation von (5) dhnlich wie soeben einzusehen. Es wiirde noch der 
‘Fall tibrigbleiben, wo ein verschwindender. und ein nichtverschwindender 
Faktor einander entsprechen. Es sei z.B. &: 0 und o' == 0. Dann ist 741—0. 
Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch, weil dann wegen o —0O jedes Ele- 
ment der /,-ten Zeile der || V"|| verschwindet, was wegen £0 nur so még- 
lich ist, wenn 77=O fiir j—1,2,..., ist. Dann sind aber alle -V# gleich 
_ Null, in Widerspruch zu unserer Bedingung. So ist (5) fiir jede Dekompo- 
sition eines nicht identisch verschwindenden Tensors giiltig. 

Wir zeigen, dafi die Bedingung des Satzes auch hinreichend ist. Es sei 
also V(x) in der Form (1) dekomponierbar, und es sei der ihm im Punkte 
x-+dx zugeordnete Tensor ' 

(6) V? (x) — yar’ (x) V" (x) dx" 

im Sinne des Satzes wieder dekomponierbar, d.h. er sei unter Beriicksichti- 
gung der bis auf in dx linearen Glieder als Produkt der in x+dx genom- 
‘menen Komponenten zweier Vektorfelder &* und 7;* darstellbar. Das von dx 


freie Glied von (6) kann nur als das Produkt der von dx freien Glieder von 
&* und 7* entstehen. Aber jede Dekomposition von V” hat die Form (5). 


Vain ee. 
So mu das von dx freie Glied der zwei Vektoren 2& bzw. 5-9)’ sein. Der 


in dx lineare Teil von (6) kann nur durch Multiplikation des von dx freien 
Gliedes des einen der & und 7* mit dem in dx linearen Glied des anderen 
entstehen. Um bei einem solchen Produkt einen Ausdruck vom gleichen Typ 
als das zweite Glied von (6) zu erhalten, also einen solchen, in dem auBer 
dx und den entsprechenden Koeffizienten nur die Komponenten des V vor- 


kommen, miissen die &* bzw. 7 im x-+dx mit 4 bzw. mit a multiplizierten 


Werte von (3a) bzw. (3b) haben, mit irgendwelchen Koeffizienten 7’,’,. Das 
Produkt derselben gibt unter Beriicksichtigung der bis auf in dx linearen 
Glieder den Ausdruck (2). Daher muB 

ult Vax = (Pi Vy" 4. rj, v") ax’ 
sein, d. h. es muf ie: a 

(yu — 41 Px’ — 6, P) V" dx’ =0 


6 Acta Mathematica XI/1—2 
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fiir jede dx, und fiir jeden dekomponierbaren V* gelten. Dies bedeutet abe 
das Verschwinden des in Klammer stehenden Ausdruckes. Die y miisse 
daher die Relation (§ 2, (4)) erfiillen. Dann reduziert sich aber nach Satz 
der Operator % auf D, d.h. {}, vy} auf einen {¥, I}. 

Endlich spreche ich Herrn Professor O. VARGA fiir seine Unterstiitzun 
bei meiner Arbeit und besonders fiir eine auf das Ergebnis des § 5 fihreng 
Anleitung meinen besten Dank aus. 


(Eingegangen am 21. Juli 1959.) 
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A RULE OF -DUALISM IN MATHEMATICAL STATISTICS 
By ’ 
K. SARKADI (Budapest) 
(Presented by A. Rényt) 


Introduction 


The present paper is related to the papers of H. STEINHAUS and 
J. ODERFELD ([{18], [9], [10]). These authors express the opinion that Bayes’ 
method in statistical inference has to be rehabilitated. In these communica- 
tions a prominent roie is played by the “rule of dualism’”.. This rule, dis- 
cussed by ODERFELD in detail ({9], [10]), states a connection between the 
confidence limits and the inverse probability limits of the fraction defective 
in case the a priori distribution is uniform or of Beta type. 

The present paper gives géneralizations of the rule. of dualism (Sections 
1—5); it contains, further, some remarks on the statistical method of an a 
priori Beta distribution proposed by ODERFELD. (Section 6). 

Most of the contents of this paper has been already published in 
Hungarian ([13], [14]). 

In case of an a priori uniform distribution the rule of dualism is based 
on the following equality (already known, see e. g. [3]): 


(1) PS < pla, =k} =P fon SK+1S—p}. 


Here ¢ denotes the fraction defective, x, the number of defective items found 
in a sample of size n (i.e. x, is a variate of binomial distribution with 
parameters n and £); k is a positive integer; O<p<l. 

The first generalization of (1) concerns the case of a hypergeometric 
sample distribution which represents the real situation when examining finite 
lots. In addition, we shall show that it is possible to establish a rule of 
dualism even in case of more than two alternatives and in case of conti- 
nuous production processes when the number of defects in a lot obeys a 
Poisson distribution.’ 

In contrary to ODERFELD, our proof is based on general probabilistic 
arguments instead of direct computations. 

Section 5 deals with the problem of applying the rule of dualism in 
case of a non-uniform a priori distribution. ODERFELD showed [9] that, in 


1 These problems were suggested by A. REénvi. 


6* 
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the case of ana priori Beta distribution, a modification of the rule of dualism — 
holds. We show that also in case of a mixture of Beta distributions a form 
of the rule of dualism is valid; although more complicated than the former 
one. If the number of the components is not large, then the expressions may 
have practical application. This is of great importance, since — as it is well 
known — any probability distribution with continuous density function de- 
fined on the interval (0, 1) can be approximated with any prescribed: accuracy 
by a mixture of a finite number of Beta distributions. 

In [9] the method of a priori Beta distribution is suggested for the case 
when many lots are inspected one after the other and, after inspecting suffi- 
ciently large number of lots, the empirical data justify the assumption of an 
a priori Beta distribution; the two parameters can be determined on the basis 
of the data. As it is pointed out (Section 6), ODERFELD does not take into 
account that the empirical data consist of sample results; further it is shown 
that sampling errors can produce absurd results relating to the moments. 
These difficulties can be avoided through the modifications proposed here. 


1. The hypergeometric distribution 


If the finite lot contains N elements, then, as proved below, instead 
of (1) the more precise equality holds: 

THEOREM 1}. 
M+1 


=P} ss, mizktifte Att | 


Here the second index of x denotes the size of the lot from which the 
sample was taken. M is an integer, the other notations are according to for- 
mer use. In this case the a priori assumption is as follows: The fraction 
defective takes on the values k/N (k=O,1,...,N) each with probability 
1/(N+-1). This form of the equality is given in the quality control hand- 
book of L. E. SIMON [16], with reference to E. C. MOLINA [8]. On the cited 
page, however, neither the theorem nor the proof can be found. The problem 
is dealt with by JORDAN [7] and ROMANOVSKY [12], too, the latter paper is 
known to the author through the review only. 

Our proofs will be carried out with the aid of models: 

In order to prove (2), let us imagine the following model: the elements of 
a lot of size N+-1 are labelled from 1 to N+-1. From this lot a sample of size 
n+1 is taken. Let §,&,...,& 41 denote the original serial numbers’ of the 
elements. We note that in this section “sample” always denotes a sample 
without replacement. Consequently, the set does not contain identical £’s. 


4nNn —= ie 


(2) P 


M 
cay 
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Let us rearrange the &s in ascending order of magnitude and denote by 
Fit Bays , &n+1) the ordered values. 


It is easy to see that the following equality holds: 
(3): P (E0041) = M+ ] Fay = &,} == P {F641 = M+ te 


Exit) is namely a symmetrical function of the equivalent random variables 
&,&,...,§41 and thus, putting another & instead of &, the probability on 
the left-hand side of (2) does not change, consequently it agrees with the 
unconditional probability. 

' In addition, it can be shown that 


Mal. | 
N-et 4" 


As a matter of fact, let us denote the first M-+1 elements of the lot 
as “defective” and the remaining N—M as “good” ones. The fact, that under 
such conditions in the sample of size n-+-1 taken from the lot there are at 
least K+ 1 defective ones, is the same as that the (K+ 1)-st ordered element 
of the sample has a serial number at most M-+-1, i.e. it is still a defective 
one. The two sides of (4) give the probabilities of these two equivalent 
events. 

Finally, we shall prove that 


(5) P{&= = M+1|Eosy=5} =P |ts 4 


(4) P {Sur S=M+1} =P Hn4i, N41 2 AK+1/C = 


rymk |. 


For this purpose let us consider again a labelled lot of size N+ 1 and 
draw from it the sample element & at random. Let us call the elements with 
serial numbers smaller than &, in the remaining lot of size N “defectives”, 
the other elements ‘good’. Thus we have obtained a lot with an a priori 
uniformly distributed fraction defective, according to our above assumption. 
Now we take a sample &,&,...,&.41 of size n from the lot of size N. The 
event, that in the sample &,&,...,§11 of size n+ 1 & will be the (k+ 1)-st 
element according to the order of magnitude, is equivalent to the event that 
in the sample &,&,...,&:11 of size n there will be exactly k defective pie- 
ces, i. e. the event E11) =§ agrees with theevent x, —k. In addition, since the 
fraction defective of the lot is (,—1)/N, the event & =M-++-1 means that the 
fraction defective of the lot of size N is ¢=M/N. From equations (3), (4) 
and (5) Theorem 1 follows. So we have proved the rule of dualism also in 
the case of a finite lot. Using a limiting process, (1) may be obtained 
from (2), too. 
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2. The polyhypergeometric distribution 


It can be proved that if there are instead of a simple alternative s+ 1 
different classes, the rule of dualism may be extended in the following form: 


THEOREM 2. 


pl a(Sts 5 )| ew *)|— 


ral \t 
[ere M, +1) / 
== P IT Srna rn Str). ite Nee) 


Here ¢; denotes the proportion of the elements of the i-th class in the 
lot. %iny denotes the number of elements belonging to the i-th class in a 
sample of size n, taken from a lot of size N. The product sign signifies 
that the event following it holds simultaneously for every value of the index. 

Theorem 2 holds in the case of an a priori Bose—Einstein distribution 
when any distribution of the lot among the s+ 1 classes has the same prob- 
ability (cf. also [7]). 

Here the way of proving is the same as in the preceding section, with 
the difference that instead of a lot of size N-+1 a lot of size N-+s is cho- 
sen as a model. The first s elements of a sample of size n+s taken from 
above lot will determine the limits of the classes; the remaining elements 
' will give the sample of size n, taken from the lot of size N. The detailed 
proof may be found in the Hungarian version [13] of the present paper. 


(6) 


3. The polynomial distribution 


If N tends to infinity, we obtain from Theorem 2 
THEOREM 3. 


P} (S53 Sa) 


ae 


v 


=P] TTS xe Sk+r)| G—p) 


Here x,, denotes the number of elements of the r-th class found in a 
sample of size n. Theorem 3 holds only in the case of a continuous a priori 
distribution of the lot, corresponding to the Bose—Einstein distribution. 
This distribution can be generated by a “random” division of the interval 


(0,1) into s+ 1 parts, by means of s mutually independent, uniformly dis- 
tributed random variables. 
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Theorem 3 can be proved directly, too, in the same way as Theorem 

2, with the difference that the variates have to be defined as mutually inde- 
pendent random variables with uniform distribution in the interval (0, 1). 


4. Poisson distribution 


The Poisson distribution being the limiting form of the hypergeometric 
and binomial distributions, the rule of dualism holds in the case, too. 

Some difficulties arise, however, already at the formulation of the rule, 
as according to the previous cases, the parameter of the Poisson distribution 
must be a priori uniformly distributed on the half line (0, oo). Such a dis- 
tribution does not exist in the Kolmogorov theory of probability. A precise 
meaning for the a posteriori distribution under the assumption of such an a 
priori distribution may be given, however, as the limiting case of the a pos- 
teriori distribution according to the hypothesis of a uniformly distributed 
parameter on the interval (0,Z) when L tends to infinity. This interpretation 
gives the possibility of generalizing equation (1) in the case of a Poisson 
distribution: 


THEOREM 4. 
(8) P{A<tlx=K=P{x=k+lfs<=fhy, 


where x denotes.our random variate following the Poisson distribution, 4 its 
expected value having a priori uniform distribution over the half-line (0, ~). 


Equation (8) can be praved in several ways (see [19], [13]). 

On the other hand, the theory of the conditional probability fields due 
to A. RENyI [11] gives, the possibility of a direct interpretation of the a priori 
uniform distribution on the half-line (0, 0). As shown below, Theorem 4 
holds in this sense, too. 

In what follows we apply a model of Reny! ([11], p. 317). 

Let S denote the band O=x<+o, O=y<1 of the plane (x, y), O the 
set of all measurable subsets of S, & the set of all Borel-measurable sub- 
sets of S with positive and finite plane measure, and of all sets of positive 
linear measure ‘lying on some line xt (0=t<-+ 0). Let us put 


m(AB) 
AV oe ics 
m (AB) « Bis lying on a line xt, 
i (B) 


where m,(X) denotes the plane Lebesgue measure of X and m,(X)- denotes 
the linear Lebesgue measure of X. ; 
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So we obtain the conditional probability field [S, A, 8, P(A|B)] in which 
we define the variates x and 4 as follows: 
Let 


A= A(x, y) =x, 
further let x x(x, y) =O for 
(9) Oxy<e* 
and let x(x, y) =k for 
Ss hee? k . 
xe" xie* 
] a — 
( 0) j—0 j! =e J! 


Obviously, 2 has a regular and uniform probability distribution on the posi- 
tive real axis and x has a conditional distribution of Poisson type with 
expectation 4 under the condition of any fixed value of 2: 


m(x=k =) Fe" 


(11) Piz=hid==— mas Al 
On the other hand, we have 
Mog A<tw=k 
P= llx=k}= sree )e 


The value of the denominator is determined by the measure of the set 
characterized by the inequality (9) or (10). The value of the numerator is 
given by the area of the plane characterized by the inequality (9) or (10) 
and by the inequality x </. 

In this way we obtain 


yk p-x 

jee ax | eras 
(12) Pid 6 lk = kj a= ae oe 

"xk e-* 

| 5 Ras 


0 


On the other hand, we obtain from (11) 


@ j n-t 
(13) Pix SRE ees. 
jg=kt+l J! 


As the identity of the left sides in (11) and (13) is well known, Theorem 4 
is proved. 
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5. Non-uniform a priori distribution 


In practice the a priori distribution of the fraction defective is often 
approximately known from data regarding lots from the same consignment. 
In these cases it is suitable for practical reasons to approach the a priori 
distribution with distributions leading to simple computations. SKELLAM [17] 
and ODERFELD [9] have shown that if the a priori distribution is of Beta 
type, i.e. it has a frequency function 


1—x)*” 
14 . eee eet) ee 
AM) fO)= B(r+1,s—r+1 ’ 
then the rule of dualism holds in the following form: 
(15) P< pith} =P ann =k+rt lC=p}. 


(Here and in what follows the distribution of the fraction defective of the 
sample will be regarded to be a binomial one.) 

We remark that in case of r and s being integers the above result 
may be deduced also from the distribution arising from the division of an 
interval, mentioned in Section 3. Namely, if elements belonging to the first 
r classes are regarded as defective ones and the others as good ones, the 
fraction defective will follow a Beta distribution (according to the fact that 
the r-th value of a sample taken fromi a uniform distribution has a Beta 
distribution.) ; 

Consequently, the modification of the proof in Section 3 by omitting 
the product sign and giving a fixed value to sr, results in (15). In the next 
section we shall return to the practical application. 

In what follows we shall give another type of a priori distributions for 
which a special form of the rule of dualism holais. 

THEOREM 5. Let the a priori distribution fs a mixture of Beta distrib- 
utions, i.e. let its frequency function be 

: fee) x 1= se ats 
I) = 2 BEL any” 
In this case we obtain 
PhensinZk+ rt io—=P} 
(16) PS<p\m—=k} = : 
oo ci (si+ 1) (*| 


| 
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If the number of components is small, formula (16) may be applied to 
practical computations, although these are more complicated than in the case 
of a simple Beta function. 


6. Sampling acceptance based on the a priori Beta distribution 


The most commonly used sampling acceptance plans do not take into 
account in their mathematical foundations the results of the past acceptance. 
The necessity of taking into consideration past results, however, is empha- 
sized by special books with practical tendency (e. g. [4]). Usually this is done 
by some additional directives (e. g. occasional tightening or loosening.). In 
some cases a more accurate consideration of past results may be necessary. 
A well-known method for this purpose is that of the continuous sampling 
inspections (see e. g. [2]). In the existing continuous sampling procedures the. 
choice of some of the parameters is quite arbitrary. On the contrary, in the 
method of a priori Beta distribution the determination of the parameters is 
based on the empirical data. The application of such a method was dis- 
cussed by SKELLAM [17], CHAMPERNOWNE [4], BARNARD [1] and ODERFELD [9], 
[10], the most exhaustive treatment of the practical computations being given 
in [9]. Practical examples in which the approaching of the a priori distribution 
with that of Beta type turns out to be sufficient can be found in papers of 
ODERFELD [9] and Hopkins [6]. 

In determining the parameters of the a priori Beta distribution ODER- 
FELD uses the method of equating the moments. His formulae hold only 
under the supposition that the empirical data give the true fraction defectives 
of the preceding lots accepted, though in reality these are generally not 
available, because we know the fraction defectives of samples -only. In addi- 
tion, the examples given by him as well as the formulae adapted to practical 
computations show that he himself regarded the past empirical data to be 
sample results. In such cases the. method can be applied only if generalized © 
for the case of past data consisting of sample results. : 

This can be done, however, without difficulty. If the population fraction 
defective has a Beta distribution according to (14), then the probability of 
finding xk defectives in a sample of size n is ({17], [14]) | 


E09" (ale Guartitie +0 (F(A 
‘ga act <TH or Vr 


As shown in [15], this distribution is of exceedance type. 
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The first two moments of x are 


Mop 2C+D 


s+2 ’ 
» _ A(n—1) (r+ 1)(r4+2) , n(r+1) 
pelos (Suey GG 4oa)aen tog 


these can be equated with the empirical moments. 

Performing the computations of ODERFELD’s examples, according to the 
above modification, the difference will be considerable [14]. 

We wish to point out that the method can give absurd results (nega- 
tive variance for the Beta distribution) if the number of empirical data used 
is not sufficiently large. 

As the computation of the second mament is tedious, we can replace 
it by equating a quantile of prescribed level. In this case we have to solve 
the system of equations - . 

Viste 
y= . s4+2 , 
(17) 


p= fy (1—x)’ "dx 


for s and r. Here p, denotes the average fraction defective and pg the quan- 
tile of level 6 (near to 1) of the empirical distribution of the fraction defec- 
tive. The solution of this system of equations is very simple if the Poisson 
approximation is legitimate and may be performed by a special table or 
nomogram [14]. If pg is based upon sample results, then the following cor- 
rection is to be made for r: 
(sly 
i NPo 

where r denotes the corrected value and r* the value given by (17). The 
correct value of s is to be computed by substituting the corrected value of 
r into the first equation of (17). 

A more detailed treatment of the subject of this section can be found 
in the Hungarian version [14]. 
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REMARK ON A THEOREM OF CINQUINI 
By 
A. SHARMA (Lucknow, India) 
(Presented by P. TurAn) 


1. S. Cinquini [1], [2], [3] and P. Monte [4], [5] have extended the 
mean value theorem for real variables into the field of complex variables. 
CINQUINI goes so far as to consider a system of number-pairs (0, 2), (0, 2:), _ 


= . . . . - . . . . 
(1, 2.) with the linear differential operator WE? but he puts this limitation 
on 2, that it does not lie in a circle with 2d as centre and | “!—** 


as radius. In real variables, such a condition’ makes the set a conservative 
set in the terminology of BiRKHOFF. The object of this note is to use the 
method of Cinquini to prove the following theorem wherein z, is taken to be 


Zt21 
ed 


2. THEOREM. Jf f(z) is analytic function regular for |z—e|=r and 
if f(a) +0, then there exists a circle |z—a|—=r<r such that if z and 2, 
are any two points inside the circle satisfying the conditions that |z,—«|= 


p= |2,—a| =<" and if qa TA, then 


1 1 Ole 1 1 
Zo Zz I Zo zy 1 f" 


= 2 
,[ 22 B+z 3! 
fe) fe} F|2*)|: os a 2%) 
where & is a point inside the circle |z—a|=n. 
Let the power series for f(z) in the neighbourhood of z—« be 
(2. 1) : f= 2, a, (z—a)”. 


“Let M be the maximum modulus of f(z) on |z—«|==R, where R is 
Jess than the radius of convergence of the power series (2. 1), then. 


la,|< 5 7=0,1,2,..). 
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We have on using (2. 1) 


1 : ’ 
>> a,[(z,— @)” — (—@)’]. 


v—=2 


fle) fe) rol. 


Also 
. 1 eee 
25 Mz =— 4 4) 
4 ag hrs teas 
Then 
1 1 0 ] 1 0 
OQ: (2s, 2)) == 2a Zi 1 -| 2% Zs | By = 
f(z) fla) f'(@) mH m4 3é 
4 2 a, [(z; — a)” —(z,—a)"] 
= (a — @)—(z—@)) 
4 Pay ay{(z— a)’ + (z,—@)” 2 (za) + ++» + (%— a)" ] 
a [(a —a)—(z—@)f : 
Since 
24—a+2z,—a—0, 
. 22.) 
Cra) +a) (@—0) +(e) [25%] 
and 


(2 —@)' + (2) —a)? (2; —@) + (z—@) (2; —a)+(z,—al =0, 
we have 


© 
Q. (20, 21) Seat a,+ >) a,F, 


where 
joer ay (2, —a)”"! + (z,—a)""2(z,—a) + + «(2y-= a) 
[(z:—@)— (2,—a@)p 


Cf) = +> (3) ay(z—a)”3, 


Let u(@;7) be the maximum modulus of the function 


v@) => (3) a@—ayr 


Also 
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on the circumference of |z—a|—=r,. Since w(«)—0, w(z) will assume 
inside the circumference at least once every value less than H(a@; 7). It is then 


enough to take r, in such a way that the maximum modulus of > oF, 
shall be less than u(@; 1). 
For v even, F,=0. For vy odd, 


Fr, ._@-0" ema) (ears 
’ [G@—a™)—@—of 
Then 
= a et rye aM GG MiiecG 
oy Ov Fi SD emi 22m = 4R® RP—Fr at 4R' R—r, 
Now 
— (| M” x MAN myn 
Mes =4lajn—|> (3) Me *! = Ala,|rm— we > (3)(4] 
Since 
> (3)(#) = RUOR*—20R*r + 15RH—41) _ 10R* 
ob t 2 oe (R—n)* ; (R==7,)" 
we have 
10Mr 


Then the relation 
> (3)€-ay*— > aF 
is surely satisfied for some & if 


MP 5) MPA 
IRR ST) (3) Geary roy’ 


i. 5 if 
Mr, (41R*—4R*r,+6R’ro—4Rn +h) 
AR*(R—1)" 


As the first member of the last inequality tends to zero for r,—+0, while the 
second does not depend upon -r, and is always positive, a value 7 of fo 
certainly exists for which this inequality is satisfied, and as every |< 
satisfies this inequality, the theorem stated is proved. 


~< 4a). 
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We also obtain as CiNnquini has done the effective value of 7. Put 


16 Ri|a| 4 


“e 


and consider 
P(r) = A(R—1—(41 R'r,—4RR+6Rr—4ARi +n) 
and its first two derivatives 
PD (ro) = —5 A(R—1)'— (41 R'—8 Rr, + 18 R*r5— 16 RE + 51); 
D" (r,) = 20 A(R—1,)' + (8R°— 36 Rr) + 48 Rr — 207). 


As @" (r,) > 0) for .C< fo 2k it follows that for this value of 7% 


9 
P(r.) > B(0) +r, B' (0). 
Hence 
D0) + hy P (0) = AR + r(—5.AR'—41 R') 20 
if 
. AR 
°=54+41 
We may then take 
i cf 
5+ Téa R 
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ON THE CENTRAL LIMIT THEOREM FOR THE SUM OF A 
RANDOM NUMBER OF INDEPENDENT RANDOM VARIABLES 


By 
A. RENYI (Budapest), member of the Academy 


§ 1. Introduction 


Let 51, &,...,&,... denote throughout the present paper a sequence of 
independent and identically distributed random variables we mean value 0 
and. variance 1. Let us put 


() Cn thet +6, 

and 

Sn 
TU, = = . 
(2) l Vn 
Then by the simplest case of the central limit theorem 
(3) lim P(j, < x)= P(x) (—% <x<+ 0), 
n+>+0 


Here and in what follows P(...) denotes the probability of the event in the 
brackets and @(x) the standard form of the normal distribution function, i.e. 


1 of os 
4 @(x) = —— | e 7 du. 
(4) (x) all 


In what follows we shall investigate the limiting distribution of the 
random variables 7,, for n—+-+ co where v, (n=—1,2,...) is a sequence of 
positive integer-valued random variables. The importance of this question, 
i.e. of the investigation of the behaviour of the sum of arandom number of ran- 
dom variables and the role played by. such sums in sequential analysis, in ran- 
dom walk problems, in connection with Monte Carlo methods and in other 
chapters of probability theory is nowadays well known. 

It is easy to see that if the positive integer-valued random variable v, is for 
each n= 1,2,... independent of all the random variables & (k= 1, 2,...) 
and if », tends in probability to + co (ie if lim P(v, >c)=1 for ary 


n-+>+0 


c>0), then (3) remains valid if we replace n by », in it, i.e. we have 
(5) lim P(%,,, < x)= P(x). 
n+>+0 


This can be shown as follows: 


7 Acta Mathematica XI/!|—2 
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By virtue of the supposition’ of the independence of y, and the varia-- 
bles &, we have 


(6) P(1,, <x, r= KH =P(m<x)P(¥n= 4X). 
It follows from (6) that putting 

(7) Pu=P(*1n=h) 

we have 

(8) P (in, <2) = > Pe < 2) Po. 


But by our suppositions (p,.) is the matrix of a regular method of summa- 
tion? and thus (3) and (8) imply (5). 

If it is not supposed that v, is independent of the &. more stringent 
conditions on the convergence of v, towards infinity are needed. 

It follows from a more general result of F. J. ANSCOMBE [1] that the 
following theorem holds : 


THEOREM 1. /f v, is such a sequence of positive integer-valued random 


variables that * converges for n-+-+- ce in probability to a constant c >0, 
then (5) holds. 


A straightforward proof of Theorem 1 has been given in [2]. In the 
present paper we generalize Theorem 1 in that we investigate the case when 


“ tends in probability to a positive random variable 4, instead of a constant. 


Similarly as in Theorem 1, nothing is supposed about the dependence of 1, 
on the random variables &;. 


Thus we prove the following 


THEOREM 2. /f v, (n == 1,2,...) is such a sequence of positive integer- — 


n 


valued random variables that converges in probability to a positive ran- 
dom variable 4 having a discrete distribution, then (5) holds. 


1 We need here not the full strength of the supposition that the random variables 
v, and § are independent, only that the events »,—k and <x should be independent. 

2 See e. g. [7], Ch. Ill, Theorem 2. ‘ 

3 K. L. Cuuna kindly called my attention to the fact that the main idea of the proof 
(the application of the inequality of Kotmocorov (see Lemma 3 below)) given in [2] is due 
to Does.in (see [3]). It has been recently proved by J. Mocyorép1 (oral communication) 


that the method in question can lead to the proof of the most general form of ANscomBe’s 
theorem. 
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§ 2. Proof of Theorem 2 


We shall need five lemmas. Lemma 1 is due to H. CRAMER (see [4], 
p. 254); Lemma 2 is almost trivial; its proof is given below; Lemma 3 is the 
well known inequality of KoLMocorov; Lemma 4 is proved in the paper 
[5] of the author. Lemma 5 is a special case of Theorem 2 which is an 
easy consequence of Lemma 4 and which is utilized in the proof of the 
general Theorem. In what follows #,—> JS means that %, converges in 
probability to 4, i.e. lim P(|.%+,— | >) =0 for all ¢>0. 

n>+ 0 


LEMMA 1. Jf #, is a sequence of random variables having a limiting 
distribution,’ 0, na ==> 0, 
then the sequence @,9,+ 0, has the same limiting distribution as the 
sequence +. 


n 


LEMMA 2. /f the distribution of the random variables %, tends to a 
limiting distribution and 0,—=>0, then #,,0,, => 0. 


PROOF OF LEMMA 2. We have evidently for any ¢>0 and N>O 
(9) P(\9,d,| > @ = P(|9,|>N)+P te > 4} 
By choosing N sufficiently large, the limit of the right-hand side of (9) can 


be made arbitrarily small, which proves our assertion. 


LEMMA 3. (The inequality of KOLMOGOROV.) Let 11, T,..., Tn be inde- 
pendent random variables with mean 0 and variance 1, then for any c>\ 


1 
Bib ua diet Facted ° wate Feat sz. 


LemMA 4. Jf t, (n=1,2,...) is a@ sequence of independent random 
variables such that putting 


piles’: where B,—+ oo 
; By h=1 
the distribution of the random variable o, tends to a limiting distribution, 
then the conditional distribution of 0, under any condition having a positive 
probability, tends to the same limiting distribution. 


4 By saying that a sequence #, of random variables has a limiting distribution we 
mean throughout the paper that there exists a distribution function F(x) such that 
P(d, <x)>F (x) for every x which is a point of continuity of F(x). 


7* 
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We shall prove Theorem 2 by proving first that it is valid in the spe- 
cial case when »,—[nA] where 2 is a positive random variable having a 
discrete distribution (here and in what follows [x] denotes the integral part 
of the real number x), and then reduce the general case to this special case. 
Thus we prove first the following 

Lemma 5. /f v,=[nd] where 2 is a positive random variable having 
a discrete distribution, then 

lim 1 P(r», a y= = P(x). 

PROOF OF LEMMA 5. Let (here and in what follows)  (O<h<lp<---) 
denote the values taken on by & with positive probability (the sequence i 
may be finite or infinite); iet A, denote the event that 4—/,. Then we have, 
evidently, denoting by P(A|B) the conditional probability of the event A 
under condition B, 


P (ry, < x)= & P(t < x| Ax) P(Aw)- 
As by Lemma 4 
lim P (nayy<x{Ax) = P(x) for kK—1,2,..., 
nN>+0 
the assertion of Lemma 5 follows immediately. 


Now we turn to the proof of Theorem 2. 
We have clearly 


An} (Srn— Sem), Spany (]/ fn] 
(10) Ny, = te fg ( J+ dew —l}. 

\ [an] \ [an] Va 
As evidently, ta! the third term tends in probability to 0 by Lemma 
2. Thus by Lemma 1 and Lemma 5 to prove Theorem 2 it suffices to show 
that 
(1 1) by, = Sp aa 

V[an] 


This can be done as follows: Let us denote by B,(e), where 9 >0,-the 
event |v,—[An]|<no and by B,(@) the contrary event, and put m.—[ahJ; 
Ibe, — Sng 


>&5 
ey 


let us choose an arbitrary «>0O and let C,, denote the event —*—— 

then we have 

(12yom P (|heaere 
[An] 


> | <= D>’ P(A.Bn (2) Cox) + P(B:()). 


k=l] 
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(Here and in what follows the product of two or more events denotes the 
event consisting in the joint occurrence of these events.) It follows by 
Lemma 3 that 


7 aes ; 
(13) P(A, Bn(0)Cox) P| ee ee 4 
. E ly 


[l- ny] Son n 


I 


Thus if Dy denotes event 4 = ly, it follows that 


ae oaee 
| {An} : | > «) = P(Dw) +22 aS 7 + PBC (0)). 


Let now J0>0 be arbitrarily small; let us choose first M so large that 


(14) p( 


G) 
P(Du) <= ; if M has been fixed in this way, we choose e so small that 


After this ns choose n,=1)(¢, 0) ‘so large that for n =n, we should have 


P(B, (0 @)< 4 —z- It follows from (14) that 


eae Cian) 


(15) ee 

[An] 
As « and 0 may both be chosen arbitrarily small, it follows that (11) holds; 
thus Theorem 2 is proved. 


> «|= Cai nih. 


§ 3. Some additional remarks 


We add some remarks on possible generalizations of Theorem 2. Clearly, 
the above method can be applied to the case also when the random varia- 
bles & are not identically distributed, but are such that the distribution of 
aim tends to a limiting distribution. We do not go, however, into details. 

‘It seems likely that the assertion of Theorem 2 holds also without the 
restriction that the positive random variable 4 has a distribution of the dis- 


crete type. 
It is clear that supposition ~ —*—>ji in Theorem 2 can be replaced by 
the more general supposition as where wo(n) is an arbitrary positive 


function tending to +c for n+. 
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It can be further shown easily that the weaker supposition that the distribu- 


tion of =. tends to that of 2 is not sufficient to ensure the validity of (5). 


As a matter of fact, put 7,27 if 7, =O and v,—2n if 7. <0. In this case 


lim p(%=-1)— lim P("*—2)—, 


n->+0 n n—>+00 n 
but 
f ; 1 
lim P(1m <0, non = 0) | (1— (x) d D(x) = & 
N>+0 
0 
and thus we obtain 
lim P (7,,, < 0) = = : 
nN+>+0 
| We 
But this means that (5) does not hold, as PO)=zFZ- 
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UNGLEICHUNGEN FUR UMFANG, FLACHENINHALT UND 
TRAGHEITSMOMENT KONVEXER KURVEN 


Von 
HORST SACHS (Halle) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 
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§ 1. Einleitung; Resultate 


Den Anlais zu dieser Arbeit gab folgender mir aus der Literatur nicht 
bekannter 

SaTz. Fiir jede ebene konvexe Figur mit der Randkurve © der Ldnge 
2a, welche den Ursprung als inneren Punkt enthalt, gilt 
(1) fas = [redg 

, ¢ © 

(r, g: Polarkoordinaten), und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn 
© der Einheitskreis mit dem Ursprung als Mittelpunkt ist. 


Beim Beweise ergab sich eine Reihe von Ungleichungen fiir die in der 
Uberschrift genannten elementaren Grodfen, die im folgenden systematisch 
hergeleitet werden sollen; sie scheinen mir auch deshalb von Interesse, weil 
dadurch auf neue Weise die klassische isoperimetrische Ungleichung (in ver- 
scharfter Form) in ein tiefer liegendes 
System von Ungleichungen eingeordnet 
wird. : 

Zuerst werden Raumkurven, dann 
ebene und schlieBlich konvexe Kurven 
behandelt; dabei gewinnt man eine 
Ubersicht iiber den Giiltigkeitsbereich 
der betrachteten Ungleichungen. Das 
Hauptresultat dieser Arbeit ist die Un- 
gleichung | 
(14) . 82°LI—L'—(4nFY 209; 
Hauptbeweismittel ist die Schwarzsche 
Ungleichung. 


Fig 1 
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© sei eine rektifizierbare geschlossene Kurve der Lange L, / bezeichne: 
das minimale (das ist das auf den Schwerpunkt S von © bezogene) Trag- 
heitsmoment von @: 
J reds, 
© 
O=s 
und F sei, falls © eine ebene Kurve ist, der von © umschlossene Flachen- 
inhalt. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: 
R_ Kreis, 
®D gleichseitiges Dreieck, 
Xt Nadel (das ist die aus den beiden Ufern und den Endpunkten einer 
geraden Strecke bestehende Kurve). 
Dann besteht fiir beliebige © des n-dimensionalen euklidischen Raumes die 
Ungleichung 
(2) L'—4n°] = 0, 


wo das Zeichen = bedeuten soll, daB der Fall der Gleichheit genau dann 
x 


eintritt, wenn © ein Kreis ist.’ 
Fiir ebene © beweisen wir eine weitere Ungleichung: Wir fihren als 
neuen Parameter an Stelle der Bogenlange s fiir die Punkte von © die GréBe 


p= 2s ein, so dah 


Dann ist 


a4 wry Ls 
8nLF=2aL ) xT ty ade, 


4n2] —2:tL f 24 yd @ 
0 


' Siehe [6], Satz 3; (2) ist im wesentlichen dquivalent einem Lemma von WirtinceR 
(siehe [1], S. 105, sowie [2], S. 184 ff) und wird am schnellsten bewiesen, wenn man L = 22 
setzt und r(s) in eine Fourierreihe entwickelt (man beachte die Verwandtschaft mit dem 
bekannten Hurwitzschen Beweis [3] der klassischen isoperimetrischen Ungleichung). 
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und durch Addition ergibt sich 


. Ad ye ( 
3 L’—8n2LF+47?/= — 
(3) aLF+4n?] (x SF) +(y+ 25) (ao, 
folglich 
(4) L’—8nLF+4771=0, 
‘ R 
denn die rechte Seite von (3) verschwindet nur dann, wenn langs © rag 
und eek OX ist, d.h. wenn © ein Kreis mit dem Ursprung als Mittel- 


a@D 
punkt ist. 


Durch Addition ergibt sich aus (2) und (4) sofort die laisache isO- 
perimetrische Ungleichung 


(5) L?’—4nF=20. 
R 


Wir bekommen hier auch eine erste Verscharfung derselben, indem wir 
(2) in der Form 
(6) 2L(2—4xF) = ?—8aLF4+4272] 
R 


Schreiben und (4) beachten; auf eine geometrische Deutung des rechten 
Ausdrucks L?—8:tL F+42°/ kommen wir noch zuriick. 
Aus (2) folgern wir noch 


(7) . L(?—4aF) 2 42a(al—LF) 
R 

und aus (4) 

(8) Aa(rl—LF) = —L(W?—4nF); 


(7) und (8) zusammen ergeben eine andere Verscharfung von (5): 
i ary! ; 
onl ae ag a ta ee 
(9) i 40F 2 L |\7I—LF| 
Wir bemerken, da® es Kurven gibt mit 7/—LF>0 (siehe (16)) als auch 


solche (nichtkonvexe) mit :<r/—LF <0.’ 
Bezeichnen wir mit Q das Quadratmittel der paarweisen Entfernung 


der Punkte von CG: 
nes iz IJ pPrtasds 


2 Zur Konstruktion von Kurven mit zJ—LF<0 vergleiche [9], S. 363. 


ius 
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so besteht zwischen Q, / und L die Relation 
(10) Lea 25" 
und wir gewinnen aus (2) und (9) die Ungleichungen 
L—27°Q?’=20, 
x = 
a L—/227Q=0, 
x 


(9’) P—42F = 2a|\nQ—2F\. 
x 


Die Ungleichungen (2), (2’) und (5) lassen sich zu folgendem (bekann- 
ten) Satz zusammenfassen: 


Unter allen geschlossenen rektifizierbaren Kurven gleicher Lange liefert 
der Kreis und nur dieser den gréften Wert fiir das minimale Trdaghéitsmo- 
ment,‘ das Quadratmittel der Entfernung* und den umschlossenen Fldchen- 
inhalt.? 


Weiter gilt fiir beliebige ebene Kurven © die Ungleichung 
(10a) LI—4F°20.* 


Wir kommen zuriick zur Ungleichung (4). Das Integral auf der rechten 
Seite von (3) — bei beliebiger Lage des Ursprungs — ist gleich 


Qa 
(1) | d'dD = 207 | ards 
é rs 
Peo heres tgs _ \dy dx mie ee 
mit d==r oe n, wo n= CeO AS den Einheitsvektor in Richtung 


’ Siehe [6], Bemerkung (1) (S. 124; es ist Q == M,[C]); die entsprechende Gleichung 
fiir endliche Summen findet sich schon bei Stemer. — (10) gilt auch fiir Raumkurven. 

4 Siehe [6], Satze 1 und 3. 

5 Hier beschranken wir uns auf ebene Vergleichskurven. 

5a Zum Beweis siehe [5], S. 49, Ungleichung (17); dort findet sich auch der Hinweis, 
da® (10a) leicht aus der Schwarzschen Ungleichung folgt: 


4F?—| | (xy—x'yds| = | ce + yas-[ (+ yds =I. 
é é G 
Man beachte auch [5], S. 50, wo fiir konvexe © eine Ungleichung 
 , xILs4F2 


bewiesen wird (x hat eine einfaché geometrische Bedeutung). 
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der aufieren Normalen bezeichnet. Fiir den Kreis mit dem Ursprung als 
Mittelpunkt und nur ftir diesen ist do, das Integral (11) gibt uns also 
ein Maf fiir die Abweichung der Kurve © von der Kreisgestalt, bezogen auf 


den Ursprung. Man zeigt leicht, da& das Infegral - | aeas bei variabler 
Cc 

Lage des Ursprungs seinen kleinsten Wert genau dann annimmt, wenn der 

Ursprung mit dem Schwerpunkt von 

© zusammenfallt. Die (nichtnegative) 

Quadratwurzel aus diesem Minimum 

bezeichnen wir mit R: 


eh Je 


€ 
——> | 


nach (3) und (10) gilt 


Age" R* = + (L8—84LF + 


+477/)=L?+27°Q?—82F. Fig. 2 


Damit ist dem Ausdruck L?’—82LF-4 4:1’/ eine einfache geometrische Bedeu- 
tung beigelegt. Jetzt kénnen wir auch die Ungleichung (6) folgendermaBen 
schreiben: 

(6’) 4th = 2 R,. 

x 

Auch die linke Seite von (6’) hat fiir (rektifizierbare) Jordankurven eine ein- 
fache geometrische Bedeutung, welche sich am leichtesten angeben lat, wenn 
wir wieder den Vektor d zu Hilfe nehmen: Das “isoperimetrische Defizit” 


A= (L’—4aF) ist bis auf das Vorzeichen gleich der vom Vektor d 
oe i 


6 (6’) 1aBt sich auf anderem Wege weiter verscharfen zu 
(6”) L2 — 42 F => 2n2(R? + | S4—T) 
mit 
1 


1 
bul? RB 


=s i [ [d, d’P ds ds’ 


(mG 


Si | | (4, d’2dsds', T 

(die Punkte P,P’ durchlaufen unabhangig voneinander die Kurve ©; Ursprung ist der 

Schwerpunkt); es gilt St— 7420, S#+ T4=R*. — Fir Jordankurven darf in (6) das 

Zeichen = durch = ersetzt werden, aber fiir die Nadel z. B. gilt das Gleichheitszeichen. 
: x 4 
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-_iiberstrichenen Flache, wenn der Punkt P (Fig. 2) die Kurve © einmal im 


positiven Sinne durchlauft.’ 2 


Gehen wir zu konvexen Vergleichskurven iiber, so finden wir dret wei- 
tere Ungleichungen fiir L, F und /: zunachst die triviale 


(12) Fe ae 

ferner, als Gegenstiick zu (2), 

(13) 54/—L? = 0° 

und schlieflich 

(14) 82° LI—L*—(4aF) 2 0.” 

x 

Wegen (10) schreiben wir statt (13) auch 

(13’) 27Q—L2?=0, 3V3Q—L=0, 
: t <2 

und statt (14) 

Mes, (2LQP—Li—(44F/ = 0. 

x 


(13) und (13’) besagen: 
Unter allen konvexen Kurven gleicher Lange liefert das gleichseitige 


Dreieck und nur dieses den kleinsten Wert fiir das minimale Tragheitsmoment 
und das Quadratmittel der Entfernung der Punkte der Kurve." 


7 Wir kénnen also statt (6’) auch schreiben 
1 
(6*) Ae > a R?, 
die rechte Seite ist gleich dem halben Flacheninhalt eines Kreises vom Radius R. — (6*) 


1 » 
bleibt erst recht giiltig, wenn R durch das arithmetische Mittel L | |d|ds ersetzt wird, 


3 Wir betrachten es als zum Begriff der konvexen Kurve gehdrig, da diese so 
orientiert ist, daB bei einer Durchlaufung das Innere zur linken bleibt. 

* Zum Beweis siehe [7], Satz 1. — Bei Beschrénkung auf zentrisch-symmetrische 
konvexe Vergleichskurven gilt sogar 

481—L} => 0, 

wo das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn © ein Parallelogramm ist (siehe [7], 
Satz 2). 

10 Ungleichung (14) wird in § ; bewiesen. — LaBt man die Voraussetzung der Kon- 


vexitat fallen, so ist (14) nicht immer richtig, da die aus (14) gefolgerte Ungleichung (16) 
fiir geeignete nichtkonvexe ebene Kurven nicht gilt, siehe FuBnote 2 
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Wir wollen aus (14) einige Folgerungen ziehen. Anstelle von (14) 
schreiben wir auch 
(14a) L(L'—8aLF+4n?*!) = L(L’—4r*/) 4+ (UV —4n FY; 
iS . 
wegen (2) schliefen wir daraus (4) (in verscharfter Form), (4) ist also fi" 


konvexe Vergleichskurven eine Folge von (14) und (2). 
Schreiben wir die linke Seite von (14a) in der Form 


2L?(L’—4nF)—L(L?’—4n71), 
so entnehmen wir aus (14a) 
(14b) 2L?(L’—42F) = 2L(L’—4n’1) + (L’—4a FY, 
eine Verscharfung der isoperimetrischen Ungleichung (5). Addiert man in 
(14b) auf beiden Seiten —(L?—4xF)*, so erhalt man 
(14c) © (? +42 F)(L’—4a2F) = 2L(L’—47°/). 


Eine weitere Umformung von (14) ist 


(14d) 472(LI—4F*) = L(Li— 4221), 
Fi R 


in Verbindung mit (2) folgt daraus 
(15) LITAF 20; 
hieraus folgt mit (10) 
V’Q’—8F?=0, 
ee) LQ—\8F = 0. 
RK 


Eine andere Umformung von (14) ist 


(14e) 82L(al—LF) = (L’—4aFY;” 
R 


11 Aus (14) und (2) folgt also zundchst 
2L2(L?—4aF) > (L?—4a FY 
x 


und daraus L2—4xF=0, ein bemerkenswerter SchluB: Eine GréBe kann deshalb nicht 
a : 

negativ sein, weil sie durch ihr eigenes Quadrat abgeschatzt wird! 

lla (15) und 615’) gelten fiir beliebige ebene Kurven, siehe (10a) (man beachte auch.. 
FuBnote %). : . 

12 In Verbindung mit (7) ergibt sich 

2L2(L2 —- 42 F)= 8aL(al —- LF) 2 (L?—4n FP. 
x x 
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das ist eine Verscharfung der Ungleichung 
(16) tI—-LF2 0, 
vleichwertig mit . 
(16’) wQ—2F = 0. 
Aus (16), (5) und (12) gewinnen wir 
Pil tee AD os - 4aF-F?, 
folglich ae 
(17) wl’—4F* 2 0. 


(16’) und (17) fassen wir in folgendem Satz zusammen: 


Unter allen ebenen konvexen Figuren gleichen Fldcheninhalts liefert der 
Kreis und nur dieser den kleinsten Wert ftir das Quadratmittel der Entfernung 
der Punkte der Randkurve sowie fiir das minimale Trdgheitsmoment der 
Randkurve. 


Aus (16) folgt im Falle L=2 
(16”) Lae ei (i.==2¥2), 
RK 


und das ist nichts anderes als der eingangs genannte Satz (Ungleichung (1)). 
Es sei noch hingewiesen auf einige Ungleichungen, in denen das Kriim- 
mungstragheitsmoment J vorkommt, insbesondere kann die Ungleichung (1) in 
interessanter Weise erweitert werden. 
‘ bezeichne den Stiitzwinkel, J sei das minimale Kriimmungstragheits- 
moment von GC: 


wo S* den Steinerschen Kriimmungsschwerpunkt bezeichnet."* Dann gilt 


(18) 2nF+nJ—L?2=0," 
oder anders geschrieben : ; 
(18’) 2aJ—L’? = L’—4nF; 
daraus folgt wegen (5) ; 

(19) 2nj—L'z 0. iy 


'S Vergleiche [8], S. 347, sowie das Literaturverzeichnis von [8}. 
4 Beweis in § 2. 
5 Siehe [8], Satz 5. 
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Weiter gilt 
(20) nL?—8J =0." 
R 
Aus (19) und (2) folgen (in Verbindung mit (10)) 
(21) LJ—2n1=0," 
8 
(21°) J—az@=0, 
RK 
(22) J’—2aP = 0. 
x 


Mit L=2- geht (21) tiber in 
i (L==27t); 
; R 
in Verbindung mit (16”) ergibt sich 
(23) } rd¢= {rds= 
€ R € R é& 


O=S* O=S O beliebig 


({a9—|ds—|dp—22). 


rdg 


4 


Q 
21 


Aus (2) gewinnt man durch Multiplikation mit 


2 4 
2S) 92 20! 
les 


2 
oder, wegen (10), 


2P—Q' = 0, 
folglich : 
(24) V2I—2zQ =0. a 
Ebenso schlie&t man aus (13) ) 
(25) 3/3Q'—21 = 0. 


Ungleichungen (24) und (25) besagen: 


lit 


Unter allen konvexen Kurven gleichen minimalen Trdgheitsmomentes 
liefert der Kreis und nur dieser den gréBten Wert und das gleichseitige Dret- 
eck und nur dieses den kleinsten Wert fiir das Quadratmitiel der Entfernung 


der Punkte der Kurve. 
Der erste Teil des Satzes gilt auch fiir Raumkurven. 


SchlieBlich kann man diejenigen der gewonnenen Ungleichungen, in 


16 Vergleiche [7], Satz 6. 
17 Ungleichung (24) gilt auch fiir Raumkurven. 
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denen nur zwei der betrachteten GrdfBen vorkommen und in denen im Falle 
des Kreises Gleichheit eintritt (also die Ungleichungen (2), (5), (2’), (16), 
(17), (19), (21), (22), (24)) unter Benutzung einer von POLya und SzEGo™ 
eingefiihrten zweckmaBigen Schreibweise tibersichtlich zusammenfassen: 


(26) _J=l=l2Q2F. 


Unter allen angegebenen Ungleichungen zwischen L, F und / fiir kon- 
vexe Kurven sind unabhangig nur die folgenden vier: 


(2) L'—47°1 2 0, 
(12) F=0, 

(13) 541—L' = 0, 

(14) 8'LI—L'—(4tFY 20; 


(2) gilt allgemein fiir Raumkurven, (12), (13), (14) aber sind ohne Voraussetzung 
der Konvexitat nicht immer erfiillt. Die vier genannten Ungleichungen bilden 
jedoch kein vollstandiges System, das heift: Wenn die drei Zahlen L > 0, F, / 
alle vier Ungleichungen erfiillen, so folgt daraus nicht die Existenz einer 
konvexen Kurve, deren Lange mit L, deren Flacheninhalt mit F und deren 
minimales Traégheitsmoment mit / iibereinstimmt: Man setze etwa L=2z, 
[=2a, 0=F <a, dann sind alle vier Ungleichungen erfiillt, wegen (2) 
miiBte der Kreis vorliegen, dann miiBte aber F =: sein. Aus Kompaktheits- 
griinden” gibt es auch Zahlentripel L >0, F, /, welche nicht zu einer kon- 
vexen Kurve gehdren und alle vier Ungleichungen mit dem > -Zeichen erfiillen. 


§ 2. Beweise 
BEWEIS VON UNGLEICHUNG (14): 
87°LI—L'—(4aF/Y = 0. 
x 


Wir fiihren Stiitzkoordinaten #, p ein (Fig. 3) und zeigen zunachst: Fiir 
eine beliebige konvexe Kurve © gilt 
(27) /= | ras > | | pds+  rras| : 
5 G € 


€ 


18 [4], 1.5 (S. 4), vergleiche auch 1.15 (S. 10); siehe auch [9], S. 358. 
19 Man benutze den Auswahlsatz von Brascuxe, [1], S. 62. 
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Zum Beweise nehmen wir der Einfachheit halber an, dal p(.+) zweimal 
stetig differenzierbar sei; das ist keine Einschrinkung, weil jede konvexe 
Kurve durch Kurven mit der genannten Eigenschaft beliebig genau approxi- 
miert werden kann, und dann folgt 
(27) durch Grenziibergang. .— Wir 
beachten: 


P=p +p", ds=(p+p")d9, 
\pd¥=L, | pds—2F. 
5 é 


c 


Es ist 1=| (p+ p")ds. Wir formen 
€ 


das zweite Glied | pds um: 
€ 


| ras—[arco+e MR 


(28) | 
—| p°pay, Fig. 3 
¢ 


da |orp'as— E pl, =0 ist. Partielle Integration liefert 
e 
c 


d 
J ras Joe ‘pd = [pp'- plso— J ap or vas, 


wo wieder [pp’- pls» =O ist, so daB 

(29) | pds =— |o?pd9— | pp’ ds. 
¢ (6 (os 

“Aus (28) und (29) ergibt sich durch Addition 


(30) Jovas— -+ | mP ra9—=— 4} | pote ya9— [ras | — 
c € 
a i | e'as— frrast. 
Fs c € 
foras+ [rraol, 
c € 


das ist aber gerade die zu beweisende Relation (27). 


Daraus ergibt sich 


1 
l= | ras 4- |pras aa 
Cc Cc : 


8 Acta Mathematica XI/1—2 
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Nun wenden wir mehrmals die Schwarzsche Ungleichung an: 


re | ptas— Jas | Pas= | | pas} a4 FF) 
L {pido = | pad [pax= {| pas”, 
é € € € 
2x {pad = lad [pdd=}| pao} =L; 
€ € € € 


daraus ergibt sich 


ye 2 
Joase Ty, 
L? gee 3 Pe 
|ras= Abe = dae 


wo in jedem Falle das Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn p kon- 
stant ist, also genau dann, wenn © ein Kreis (mit dem Ursprung als Mittel- 
punkt) ist. — Durch Addition ad sich 


an 


lz5 re 
oder 
87°LI—L'—(4nFY = 0, 
R 


wie zu beweisen war. 
* 


BEWEIS VON UNGLEICHUNG (18): 
2aF+aJ—L=0. 
R 


Wir benutzen Stiitzkoordinaten mit dem Kriimmungsschwerpunkt als | 
Ursprung. — Es ist 


2F = } pds = | p(p+p")dd = | (p’—p*)ad, 
€ 
J= |Prad— |(p'+pa9, 
€ € 


2” Dasselbe ergibt sich bei Anwendung der Ungleichung fiir Potenzmittel: 


{1 foaol” = [oar — =. 
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und durch Addition ergibt sich 
2F+J=2|pdd; 
é 
durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung gewinnt man 


vot oe! 
31 ee pele muy 
(31) 2F+J=25--} | pad = 1, 
€ 


wo das Gleichheitszeichen nur im Falle p—const, also nur im Falle des 
Kreises steht. — Aus (31) folgt sofort die Behauptung. 


(Eingegangen am 8. September 1959.) 
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NOTES ON ABELIAN GROUPS. II 
By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by L. Répve1) 


§ 5. p-basic subgroups of arbitrary abelian groups 


KULIKOV [8] introduced the notion of basic subgroups of abelian 
p-groups which has proved to be one of the most important notions in the 
theory of p-groups of arbitrary power. Basic subgroups can be defined in 
any module over the ring of p-adic integers, or, more generally, over any 
discrete valuation ring. Here we want to give a generalization of basic sub- 
groups to any group so that it coincides with the old concept whenever the 
group is primary. In the general case, to every prime p, one can define 
p-basic subgroups where in the definition the prime p plays a distinguished 
role. The p-basic subgroups are not isomorphic for different primes, but are 
uniquely determined (up to isomorphism) by the group and the prime p. 
We shall see that p-basic subgroups are useful in certain investigations. 

Let G be an arbitrary (abelian) group' and p an arbitrary, but fixed 
prime. We call a subset [xz]zca of G, not containing 0, p-independent, if 
for any finite subset x1,...,x, a relation 


MX1 + +++ + My X € p"G (1; xX; # 0) 
p'|ni (ese  2s dy): 
LEMMA 1. A p-independent set is independent. 


Assume [x,] is p-independent and mx:-+ +++ +X; =O where nx; #0. 
Then mxi+----+,x, € p’G for every r whence each n; is divisible by every 
power of p. Thus n;—0 and the arising contradiction establishes the state- 
ment. 

A subgroup H of G is called oe if 

we Hee 1 eG for af 52, % 005 


implies 


1 For the basic facts and terminology we refer to our book [3]. — Let us note that 
by ©(n) we denote the cyclic group of order n=1,2,... or ov, by ©(p~%) the quasicyclic 
group, by @’the group of all rotations of finite order of the circle, by Q the group of 
rationals and by § the group of p-adic integers. 

2 Remember that a subgroup H of G is called pure if nH=H{)nG for every, 
integer n. This is equivalent to the fact that p’H=Hf\p'G for every prime p and for 
every positive integer r. 


118 L. FUCHS 


or, otherwise expressed, the solvability of an equation p’x=A(¢€ H) in G 
implies its solvability in H. 

LEMMA 2. The subgroup H generated by a p-independent subset [x] of 
G is p-pure in G. Conversely, if an independent set containing but elements 
of p-power order and/or of order ~ generates a p-pure subgroup, then it is 
p-independent. 


Assume that h€ Hn p’G whee H is the subgroup generated by a p-in- 
dependent set [x,] of G. Then A=mixi+-+++MX,€p”"G where we may 
assume that n;x;=-0. By p-independence there exist integers n; with 
n;=prni and so h=p"(nixi+-++ +x) € p'H, i.e. ppH=HNp’G. 

Next let [x,] be an independent set such that the x, are of p-power 
order or of order co and H={...,x%,...} is p-pure in G. Assume 
MX eee XK € p"G (n;x: 0). By p-purity we have mXi+ +++ + MX = 
=p'(nixit-:+-+n.x,) whence by independence n;x;—p"njx;. From the 
hypothesis on the orders of x, we obtain p’|n;. Q.e.d. 

Calling a group G p-divisible’ if it satisfies pG@—G, we define: a 
subgroup B ofan arbitrary group G will be called a p-basic subgroup of G if 

(i) Bis the direct sum of cyclic p-groups and/or infinite cyclic 
groups, B= {a}; . 

(ii) B is a p-pure subgroup of G; 

(iii) the factor group G/B is p-divisible. 
A basis [a] of B is said to be a p-basis of CG. 


LEMMA 3. [a] is a p-basis of G if and only if it is a maximal p-inde- 
pendent set containing but elements of p-power order and/or infinite order. 


Assume that [a,] is a maximal p-independent set of the indicated prop- 
erty. Then (i) and (ii) are obvious. In order to verify (iii), let gO be an 
arbitrary element of G; by maximality there exists a relation mg+na,+-:: 
soot dk €p"G for some r such that mg-O0, na;-O for i=1,...,k 
and p" ¥ n; for some /. By the p-independence of the a, surely p’ ¥ no. 
There is no loss of generality in assuming that m= p* with s<r. Now, 
Adi + +++ + max € p*G implies that n; = p*n; for every 7. Thus p*(g + n{a;+-:: 
++ + idk) = p’g’ for some g’ € G, i.e. p’\(g—p’g’ + niai+-+-+ nia, =0. 
Suppose that we have proved the divisibility of the elements of G by p mod 
B provided their orders are powers of p and less than p”. Then it follows 
that g—p"*g’+niai+-+++ nia, and hence g is divisible by p mod B 
Consequently, divisibility by p mod B holds also for elements of ordel 
p’, and so, by induction, for every element of p-power order. If g is of infi- 


* Cf. e.g. Specur [10]. 
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nite order, then — knowing the divisibility of elements of finite order by p 
— our inference leads to the conclusion that it is divisible by p mod B, 
thus [a,] is a p-basis of G. 

Conversely, if [a] is a p-basis, then by Lemma 2 it is a p-independent 
set, From (iii) we infer that to any non-zero g€G there exists a relation of 
the form g+ma;+---+ma,€pG, thus if we enlarge the set [a] by g, 
we obtain no longer a p-independent set. 

The main result on p-basic subgroups is 


THEOREM 5.1. Every group G contains p-basic subgroups for every 
prime p. The p-basic subgroups of G (for the same prime p) are all iso- 
morphic. 


p-independence being a property of finite character, there exist maximal 
p-independent sets containing but elements of p-power and/or infinite order. 
By Lemma 3, we are ready with the proof of the existence. 

In order to prove unicity, we begin with showing that G—{B, p" G} 
for every p-basic subgroup B of G and for every natural integer n. In fact, 
every element of G is divisible by p” mod B. Hence and because of the 
p-purity of B we obtain 


B/p"B = BB p"G) = {B, p"G}/p"G = G/p'G. 


The number of components of order p” in B is the same as the correspond- 
ing number in B/p"B for n>r and hence in G/p"G.— Next we verify the 
invariance of the number of infinite cyclic components in p-basic subgroups 
of G. We first prove that pBy = By Nn {7,pG} where Bo denotes the direct 
sum of the infinite cyclic components of B and T is the maximal p-sub- 
group of G. The inclusion © being trivial, let b)€ BN {T,pG} and we 
have to show that by) € pBo. Write bb=—d+pg (d€ 7, g€G); for some n 
we have p*hb)=p"'ge Bonp"'G=p"'Bo, i.e. p"bo=p"'b for some 
b€ By. Hence bb) = pb€ pBo, in accordance with the torsion freeness of Bo. 
We infer 


_Bo/p Bo = Bo|(Bo 0 {T, pG}) = {Bo, T, pG}/{T, pG} = G/{T, pG} 


considering that {Bo, 7, pG}>{B,pG}—G. Thus the rank of Bo is inde- 

pendent of the special choice of B. This completes the proof. 

’ - Let us note that it is easy to show that in a p-basis of G the ele- 

ments of finite order form’a p-basis of 7° and the elements of infinite order 

form a p-basis of G/T* where 7° is the maximal torsion subgroup of G. 
We shall make use of the following simple fact: : 
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LemMMA 4. Let H be a p-pure subgroup of G, [x] a p-basis of H and 
[yt] a p-basis of G’=G/H. If y.€G is an element in the coset yj. having 
the same order as y%., then [x,, yu] is a p-basis of G. 


Since the orders of the y% are powers of p or infinite, such elements 
y. exist by p-purity.! The set [xa, yu] is p-independent for if mxi+--: 
vee ti Xe + my + ++ + m= p’g (g € G), then passing mod H we obtain 
myit-:-+myi= p'g* whence, for every j, either m;y;—O (and so 
mjy;—=0) or p’|m;. In any case we have a relation mx:+----+MmxXx—=prh 
for some h€G. Hence, for every i, either n;x;—O or p’|n;, establishing 
p-independence. In order to verify maximality, note that to every g € G there 
exists a linear combination myyit-:--+mjy, such that g+mjyi+>--- 
+t my €{pG, H\, ice. g+myj+-:-+my=pg +h for some g’ €G, 
héH. To A there exists a relation A—mX;—---—mX,=ph’ with h’ €H, 
showing that g+mx1+-+--+mXx.:+mjyi+-::+imy:€pG. Therefore, the 
maximality of the p-independent set [x,, y,] is established. 

Let us turn to some applications. 


THEOREM 5.2. If T is a p-group and B= >} {a} is a p-basic sub- 
group of G, then 


G@TYBET~ > {a} ® 7). 


Remember that if 0+ A—B-+C-+0 is a pure exact sequence,’ then 
for any group 7, the induced sequence O+AQ®T—-BRT+C@T—0 is 
likewise pure exact. It is easy to prove the following analogue of this state- 
ment: if O+A—-B-+C-+0 isa p-pure exact sequence and 7 is a p-group, 
then the sequence 0+ A@®7T—+B@T+C@T-+0 is exact. Applying this 
fact to the p-pure exact sequence 0+B—+G-—G/B-0, in view of 
(G/B) ® T=0 we obtain that O+ BQ 7T+G®T-0 is exact, i.e. G@2TX 
~ BT. The second isomorphism of the theorem follows from the permuta- 
bility of forming direct sums and tensor products. 


THEOREM 5.3. (HARRISON [6a].) /f Hisa pure subgroup of G and T is 
a torsion group, then 


G®TYH®OT+(G/H)@T. 


It suffices to verify this isomorphism only for p-groups T. For p-groups 
T it is a simple consequence of Lemma 4 and the preceding theorem. 


4 For the corresponding fact on purity see [7] or [3]. 
5 That is to say, A is a pure subgroup of B. If A is p-pure in B, we call the 
sequence p-pure exact. For the cited property see [5]. 
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THEOREM 5.4. /f B is a p-basic subgroup of G, then 
Hom (G, ©(p)) ~ Hom (G/B, C(p”)) + Hom (B, © (p®)). 


The maximal p-subgroup T of G/B is clearly a divisible p-group, 
hence a direct summand of G/B. Any homomorphism of G/B _ into 
C(p”) maps q-subgroups (gq a prime, gp) upon 0, consequently, 
Hom (G/B, C(p®)) ~ Hom (7, C(p”)) + Hom (J, C(p”)) where J is the fac- 
tor group of G/B with respect to its maximal torsion subgroup. 
Since J is p-divisible and in C(p®) division by q is possible and unique, 
Hom(J, ©(p”)) is divisible. Further, Hom (7, C(p”))~Hom(>) @(p), C(p®)) = 
~ >*Hom(C(p2), C(p2))~ >"S. Thus Hom (G/B, C(p®)) is algebraically 
compact, i. e. it has the property that it is a direct summand of any group 
containing it as a p-pure subgroup.° 
We know thatthe p-pure exact sequence 0+ B+ G+ G/B 0 implies 
that, for any group V, the sequence 0—-Hom(G/B, V)— Hom (G, V) > 
— Hom(B, V) likewise p-pure exact.’ If V is a divisible group, then we 
can complete this by—0. By what has been said in the preceding para- 
graph it follows that Hom(G/B, C(p”)) is a direct summand of Hom (G, C(p°)) 
whence the assertion. 


THEOREM 5.5. If H is a p-pure subgroup of G, then 
Hom (G, © (p®)) ~ Hom (H, © (p”)) + Hom (G/H, C(p?)). 
Proof again by making use of algebraic compactness of Hom (G/H, C(p)). 


§ 6. Groups whose extensions by torsion free groups split 


J. Los [9] discussed groups which are direct summands of groups con- 
taining them as pure subgroups and BALCERZYK [1] proved that these coin- 
cide with the algebraically compact groups defined formerly by KAPLANSKY 
[7]. Here we intend to deal with a generalization of algebraically compact 
groups, namely with groups which are direct summands of groups containing 
them such that the corresponding factor groups are torsion free. The impor- 
tance of such groups is motivated by the fact the group Ext (L, K) of exten- 
sions of K by L has this property for any groups K and L. 

Call a group G an A-group (algebraically compact) if G is a direct 
summand of any group H whenever H contains G as a pure subgroup. 


6 Cp. Log [9]. — For the algebraic compactness of homomorphism groups into 


C(p@) see [4]. 
7 See. [5]. 
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G will be said to be a B-group™ if G is a direct summand of H if Hcon- 
tains G such that the factor group H/G is torsion free, i.e. every extension 
of G by a torsion free group is splitting. By definition, every A-group is at 
the same time a B-group, but — as we shall see below — not conversely. 

The following simple properties of B-groups. may be mentioned: 

(a) G is a B-group if (and clearly only if) it has the property that 
every extension of G by & is splitting. 

Every torsion free group J can be embedded in a direct sum of 
groups &, thus 0+/— > is an exact sequence. This implies that’ 
Ext (> &, G) — Ext(J,G)—0 is exact for every group G. If G has the 
stated property, then Ext(> &,G)—>"Ext(®,G)=0 and _ therefore 
Ext (J, G)=0 for every torsion free J, i.e. G is a B-group. 

(b) Every homomorphic image of a B-group is again a B-group. 

If G+H--0 is an’ exact sequence, then so is Ext(/,G)— 
> Ext (J, H)—0, too. If in the last sequence the first group vanishes for 
every torsion free J, then so does the second. 


(c) If G is a B-group, and H is a subgroup of G such that the factor 
group G/H is reduced, then H is a B-group. 
The exact sequence 0 H-+G-+GH-+0 implies the exactness of 
--—» Hom (&, G'H) — Ext (, H) + Ext (&, G) +---. By hypothesis, the first 
and the third groups are here O, therefore the second is also 0. (a) implies 
the assertion. ; 


(d) Jf H and G/H are both B-groups, then G is a B-group. 

From the exact sequence O-+—H—-G-—-G/H-—0 we obtain the 
exact sequence Ext(®, H)— Ext(®, G)— Ext(&, G/H). By hypothesis, the 
first and the third groups vanish, therefore Ext(&, G)—0, as stated. 

(e) The complete direct sum of groups G,(4€.1) is a B-group if and 
only if every component G, is a B-group. 

This is obvious in view of the isomorphism Ext (&, Pdi G;) = 
~ >" Ext (A, Gi). . 

In order to investigate some deeper prop@érties of B-groups, we recall 
the definition of Ulm subgroups and Ulm factors of a group." The elements 
of a group G which are divisible by every natural integer n, form a sub- 
group G' of G; thus G'—{)nG. We call G' the first Ulm subgroup of G. 


‘* Only after the manuscript had been finished did I notice that’reduced B-groups 
(under the name “co-torsion” groups) have been discussed by D. K. Harrison [6]. His and 
my results have not much interrelation, é 

* For the needed facts on Homological Algebra we refer to [2]. 

* This general definition may be found in Specut [10]. 
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If G® for every 3<e@ are already defined, then — in case @ is an isolated 


ordinal — let G* be the first Ulm subgroup of G*' and — in case @ is 
a limit ordinal — let G* be the intersection of all G’ with @<a; G" is 


called the «th Ulm subgroup of G. The factor groups Ge G*/G*" are 
said to be the Ulm factors of G. The first Ulm subgroup of any factor G. 
is zero. 

(f) The Ulm subgroups of a B-group are again B-groups. 

The factor groups GG" are easily seen to be reduced groups, con- 
sequently, (f) is an immediate consequence of (c). 

(g) A reduced B-group G is an A-group.if and only if its first Ulm 
subgroup G' is zero. 

From the exact sequence 0+ C(<)+ R-+C-+0 we obtain the exact 
sequence --- + Hom (&, G) +Hom (€(cx), G) > Ext (©, G) > Ext (&, G) ++. 
Here the first and the last groups are 0 by assumption, while the second is iso- 
morphic to G. Thus we obtain Ext(C,G)~G for any B-group G. Remem- 
ber that a group G is an A-group if and only if Ext(R,G)=O and the 
irst Ulm subgroup of Ext(C, G) vanishes;” thus (g) holds, in fact. 


(h) The Ulm factors of a B-group are A-groups. 

This is evident from (f), (b) and (g). 

It is natural to raise the question: is a group necessarily a B-group if its 
Ulm factors are A-groups? If the group has but a finite number of Ulm 
factors, then the answer is trivially yes. But if the number of Ulm factors is 
infinite, then a counterexample shows that in general the answer is no. The 
idea of constructing such a counterexample is the same as the idea of proof 
of Lemma 38.1 in my book [3]; since it is rather complicated, we omit the 
details. 

(i) A torsion group G is a B-group if and only if it is a direct sum 
of a divisible torsion group and a bounded group (thus it is an A-group). 

The first Ulm factor G; of G is a torsion A-group without elements of 
infinite height, hence it is a bounded group.” But if the first Ulm factor of 
a group G is bounded, then G is the direct sum of a bounded group and 
a divisible group whence the statement. 

(j) A torsion free group is a B-group if and only if it is an’ A-group. 

A torsion free group G satisfies G' = G? because of unicity of division 
by integers. Consequently, G' is the maximal divisible subgroup of G, and 
therefore G=» G,+G' is the direct sum of two A-groups whenever it is a 


B-group. 


10 See [3]. 
11 Cf. Kaptansky [7]. 
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As an application we verify (cp. HARRISON [6]): 


THEOREM. The group Ext (L, K) of extensions of Kk by L is a B-group 
for arbitrary K and L. 


We make use of the following isomorphism: 
Ext (A, Ext (B, C)) ~ Ext (Tor (A, B), C). 


Apply this for A=&, B=L, C=K, and observe that Tor(R, K)=0 in 
view of the torsion freeness of R. Therefore Ext(R, Ext(L, K))=0, q.e.d. 

Remember that the extensions of K by L which belong to the first Ulm 
subgroup of G=Ext(k,L)’ may be characterized by the property that in 
them K is a pure subgroup.’ Thus we have: 


COROLLARY. Ext (K, L)/Ext (K, L;,) is algebraically compact. 


Finally, let us mention that (i) and (j) give information about groups 
Ext (K, L) which are torsion resp. torsion free. 

The following example shows that the groups Ext (ZL, A) are in general 
no A-groups." Let L be an arbitrary torsion group. It is easy to see 
that there exists a direct sum of cyclic p-groups 7 such that L ~ 7/K for 
some pure subgroup K of 7. This means that Ext (L,A;N,)0. On the 
other hand, Ext(Z,’) is reduced in the mentioned case. In fact, if we apply 
the isomorphism [2] 


Ext (A, Hom (B, C)) + Hom (A, Ext (B, C))~Ext (A@B, C)-+Hom (Tor(A, B), C) 


to. the groups A= &, B—=L, C=K, and observe that now both R@L and 
Tor (&, L) vanish, we obtain Hom(s, Ext (L, K)) =0. This is equivalent to 
the fact that Ext(L, A’) is reduced. Consequently, in this case Ext (L, K) is a 
reduced group with non-vanishing first Ulm subgroup, i.e. it cannot be an 
A-group. 

It is an open problem which extensions of K by L correspond to the 
elements of the higher Ulm subgroups of Ext (L, K). 


(Received 17 September 1959) 


2 See Cartan—EIensero [2]. 
3 Thus G'=Ext(L, K; Np); cf: [3]. 
'4 In [5] it has been shown that Ext (L, K) is an A-group whenever K is torsion free. 
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GENERALIZED ASSOCIATIVITY AND BISYMMETRY 
ON QUASIGROUPS 


By 
J. ACZEL (Debrecen), V. D. BELOUSOV (Belts, USSR), 
and M. HOSSZU (Miskolc) 
(Presented by A. Rényi) 


§ 1. Introduction 


The functional equations 
() (x1 y)2z2=x3(y42), 
(2) (x1 y)2(u3v) = (x 4u)5(y6v) 


generalize those of the associativity and bisymmetry, respectively (see [2] 
resp. [1]), but here one equation contains 4 and 6 unknown functions (ope- 
rations), respectively. 

Special cases of (1) and (2) were solved by elementary considerations 
in [3] and [8], respectively. Under stronger (differentiability) conditions both 
equations were solved in [10] and [9], respectively. F. RADO [13] gave a 
complete solution in the case where the operations (functions) figuring in 
these equations were defined for real variables and were strictly monotonic 
and_ continuous. 

In his abstract [5] one of us has announced without proof the result 
containing the germ of a general solution of (1) that for a set Q forming 4 
quasigroups under the operations xiy (i= 1, 2, 3, 4) which fulfil the equation 
(1), there always exists an operation under which it forms a group with 
which all these 4 quasigroups are isotopic. (For the algebraic concepts quasi- 
group, isotopy etc. see e. g. [7].) 

In the present paper we give the general solutions of (1) and (2) on 
quite arbitrary quasigroups (containing thus also a proof of the above-men- 
tioned theorem) and some applications- esp. in the theory of webs. Less com- 
plete results and proofs were already published in [12] (cf. also [14], [15}). 


§ 2. Generalized associativity 


We prove the following 


THEOREM 1. /f a set Q forms quasigroups under all 4 operations xiy 
(i= 1, 2,3, 4) and if these operations satisfy for all elements x,y,z of this 
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set the equation 
(1) (x1 y)22==xX3(¥ 42), 
then there exists an operation xoy under which Q forms a group with which 


all these 4 quasigroups are isotopic, in particular there exist 5 one-to-one 
mappings «, 8, y, 0, & of Q onto itself such that 


x1ly=(xeoyf)d, x2y=xdoyy, 


"] 
8) X3y—=xXeo ys, x4y=(xPoyy)e!. 


The group with which the 4 quasigroups are isotopic is determined uniquely 
up to automorphisms. In the representation (3) xoy,@, 8, y, 0, # are unique up 
.‘to translations by constants. — On the other hand, all isotopes of an arbit- 
rary group built with the aid of the formulas (3) are quasigroups whose oper- 
ations satisfy equation (1). 

PROOF OF THEOREM 1. The last assertion of the theorem becomes evi- 
dent by putting the operations (3) in (1) and taking into account the asso- 
ciativity of xoy. 

In order to prove the first assertion of the theorem we ironies the 
notations 


(4) XQ Xia, XA Aix, (i=1, 2, 3, 4) 
where a is an arbitrary constant (fixed element) in Q. 0", 2)’ are the inverses 
of the mappings (4) which exist by the quasigroup properties of Q. If we 
put x = z=a in (1), we have 
(5) YA 02 = YOAs. 
Now by the substitutions x—a,y—ues'd;',z—rds'dy' and X=u03'0;', 
y=a,z=vdz' dy and x=ue2'0;', y= vds'Ay', z =a in(1) we get the equa- 
tions 

U02' 2vds' Ay = (ues di’ Avds'dy')as, 
and 

ee 2vds' da = U02'01' 3vAs" 

and 

(ue2' er! 1 vds'04')e.—= U2" e1' 3 vds', 


respectively. The last 3 equations show that all the 4 expressions figuring 
in them are equal. We denote this common value by 


uoy. 
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Thus we: get (3) by denoting 

a= 01%, 0= hy, ¥ = ds &=A; 
and (cf. (5)!) 
: B= 0;A, = A109. 

If we put (3) in (1), we see that the operation xoy is associative and 
as an isotope of a quasigroup is again a quasigroup and associative quasi- 
groups are groups, so Q forms a group under the operation 0, q. e. d. 

Finally, the assertion that the group with which the 4 quasigroups are 
isotopic is unique up to automorphisms is contained in the following 
Theorem 2 which shows also to what extent the mappings «, 8,0 are deter- 
mined by x1y etc. 


THEOREM 2. Isotopic groups are isomorphic. (Cf. [7], p. 57.) In  parti- 
_ cular, if the groups (Q, ©) and (R,-) are isotopic: 


(6) (xoy)g =xp-yy, 
then they are isomorphic: 
(7) (xoy)x—=xx-yx, 


and the mappings 9,w,y% and x are connected by the formulas 
(8) XP=a-xn-b, “xW=a-xn, xxy=xx-b 
where a, 6 are constants in R. 


PROOF OF THEOREM 2. Let e denote the unity of the group (Q, o) and 
put in (6) ye and x= e, then one gets 


(9) a: xp—xg-b" 
and 
TY he yx=a! -yQ, 


respectively, where a=ew, b=ey and a,” are their inverses in (R, -). 
If we put these formulas in (6) back we get 
(xoy)p=xy-b'-a'-YQ, 
and if we multiply by a‘ from. the left and by 6‘ from the right and denote 
(11) xx=a'-xg-b", 
we have (7) and from (11), (9), (10) also (8) follows. Q. e. d. 
REMARK. It is easy to see that Theorem 2 and its proof remains valid 


with minor changes if (Q, 0) is no group, only a quasigroup in which there 
exists an elements e satisfying 


(eox)oe=e0(x0e)—=eoxoe, eo(xoy)oe= (eox)o(yoe). 


9 Acta Mathematica XI/1—2 
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END OF THE PROOF OF THEOREM 1. If (Q,0)and (Q,-) are groups with 
both of which the 4 quasigroups (or even one of them) are isotopic, then 
these two groups are by Theorem 2 automorphic and that was our assertion. 
In particular, if also A, B, D are one-to-one mappings and 
(12) (xaoy8)d'=(xA-yB)D", 
then 

. (xoy)x=Xx-yx 
and ‘ 
xA=—a-xax, xB=xu-b, xD=a-xdx-b. 
This follows, by reducing (12) with 
X= xX ype ys 0'D=q, a'A=y, 6'B=y 
to (6), from (7) and (8). 


If, specially, 
(13) xdoyy=xD-yC, 
i.e. the isotopism of the two groups is “principal” ({7], p. 56), then 
(14) u-v=uod oc ov 
and 
(15) xD=xdod, yC=coyy 


where c, d ase arbitrary constants and c', d' are their inverses this time 
with respect to the operation o. 
This can be derived from the above result (here 


Xx =Coxod), 
but also directly from (13): We put x—eD' and y—eC"", respectively, 
(e is the unity with respect to -) to get (15) and put (15) back in (13) to 


get (14). 
Herefrom it is already easy to show that from 


(xaoyf)d'=(xA-yB)D", xdoyy=xD-yC, 
xaoys=xA-yE, (xfoyy)e'=(xB-yC)E" 


it follows that 
u-v=uod'oc'ov 


and 
xA=xaoe’locod, xB=e'oxfod, 


xC=coxy, xD=xdod, xE=e'oxs 
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where c, d, e’ are arbitrary constants. This gives a full description of the 
unicity situation in (3) and completes the proof of Theorem 1. 

In [2] and [4] it was proved that all continuous real groups (even all 
continuous cancellation semigroups) are isomorphic to the addition group (or 
to an addition semigroup, respectively) of real numbers, so we have the following 

CoROLLARY 1. /f the real interval I forms quusigroups under 4 opera- 
tions xiy (i=1, 2,3, 4), if e.g. x1y,x2y are continuous and if these opera- 
tions satisfy for all real values x,y,z of this interval the equation (1), then 
all 4 quasigroups are isotopic to the addition group of real numbers. In par- 
ticular, there exist 6 one-to-one mappings a, 8, y, 0,8, of I onto itself (a, 8, 
y, 0, 8, x are continuous, thus topological) unique up to multiplicative and ad- 
ditive constants such that 


xly=(xa+yf)d', x2y=(xd+yy)x", 
x3 y=(xa+ye)x', xd4y=—(xP+yy)et. 
On the other hand, the operations thus defined always satisfy (1) and I forms 
respective quasigroups under them. — If the mappings y,0,x,C,D,K are 
continuous and 
(xa+y8)d'=(xA+yB)D', (xd+yy)x' =(xD+yC)K", 
(xa+ye)x'—=(xA+yE)K"', (x8+yy)e'=(xB+yC)E™, 
then (and only then) ; 
xA=kxa+c+d—e, xB=kxf—c+e, xC=kxy-+e, 
xD=kxd+d, xE=kxse+e, xK=kxx+c+d 
where c, d, e’, k are real constants (k +0). 


Remarks. In Theorem 1 (at deriving (3) from (1)) and also in Corollary 
1 we did not make full use of the quasigroup properties, we needed only 
that some of the mappings (4) have univalent inverses. If only this weaker 
condition is supposed, then e.g. in Corollary 1 the additive group of real 
numbers must be replaced by an additive semigroup containing 0. 
It follows immediately from Theorem 1 that the general solution of 
(xly)I(ullly)=xWVua 


(generalized transitivity) on quasigroups is 


xly=(xaoy6)d"', xily=xdoyy, 
xilly=[(yB)oxe]y', xVy=xaoye 
where «a, 8, 7, 6,@ are one-to-one mappings with the inverses 8. sau 


oe 
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éd',e', o is a group operation and tf’ is the inverse of ¢ in this group. 
— In fact, by putting 
x1y=xly, x2y=—xlly, x3y—xlVy, 
ully—=z equivalent to u=—y4z 


we get (1). — Of course, a corollary similar to Corollary 1 can be deduced 
also herefrom with xllly—=(xe—y6)y"' etc. (cf. [11)). 

PROBLEM. Are theorems similar to Theorem 1 and Corollary 1 valid 
also if one considers cancellation groupoids (see [7], p. 9) instead of qua- 
sigroups ? 


§ 3. Generalized bisymmetry 


We prove the following 

THEOREM 3. Jf a set Q forms quasigroups under all 6 operations xiy 
(i= 1, 2, 3, 4, 5, 6) and if these operations satisfy for all elements. x, y, u, v 
of this set the equation 


(2) (x1 y)2(u3v) = (x 4u)5(y6v), | 
then there exists an operation x@y under which Q forms an abelian group 


to which all these 6 quasigroups are isotopic, in particular, 8 one-to-one 
mappings «, 8, y, 6, 8, 9, w, x of Q onto itself exist such that 


xty=(xe@yh)d", x2y—xdGyg, x3y=—(xx@yy)e", 


(16) 
x4y—=(xaDyy)y', xXSy—xyBye, xb6y—(xPGyye". 


Here x Dy, xa, xB, xy, xd, xe, Xp, XW, xd are unique up to translations by 
constants. — On the other hand, all isotopes of an arbitrary abelian group 
built with the aid of the formulas (16) are quasigroups whose operations 
satisfy (2). 

PROOF OF THEOREM 3. If we put u—a in (2), it goes over in an 
equation of the form (1) with 


xi y=x1y, x2y==x2(a3y), 
X3y=(x4a)5y, xh4y—xy. 
So we have by (3) — writing @ instead of 0 — 
(17) : x1y=(xe@yf)o'»,, x2y=xd@Oygq, 


(18) xSy=xyGye, x6y=(xePyy)e'. 
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Now we put (17) and (18) back in (2): 


(19) Rasa ELEN S27, 
With x =y-=a we get herefrom 
(20) usv—(ux@vy)¢", 


and so (19) becomes 
xa DyP Guz Bry =(x4u)y Pye Gey 
(it was right to write here and in (19) (XGY)GZ=xXG(V G2) =x Oy Gz, 
as @ is associative). Substituting herein y—0O" where 0 is the unity (zero) 
of the group (Q, @), we have 
(21) x4u—(xe@Guyz)y". 
(17), (18), (20) and (21) give together the required. (16) and if we put 
(16) back in (2) we have — as cancellation is allowed — 
yPQuxy=—uzx ys, 


i.e. the group (Q,@) is abelian. This shows at tne same time that if @ is 
commutative, then the operations (16) always satisfy (2). 

The unicity situation can be cleared similarly as in Theorem 1. One 
gets that from 


(xa @yA)d'—=(xAcyB)D", xd@yp=xDoyF, 
(xxy@yyp =(xHoyC)F', (xe@yz)y'=(xAcyH)G", 
xw@ye=xGoyE, (xP@yy)e'=(xBoyC)E" 


it follows that | 
uov=u@vedof 


(x©y is the inverse operation of xy) and 
xA—=xaeQ@a, xB=xfOQahddoys, xC=xy@aGd@e, xD=xdQd, 
xE=xe@e, xF=xg@f, xG=xyv@doeosys, . 
xH=xySOa@d@doevsos 
where a, d, e, f are arbitrary constants, and conversely. This completes the 


proof of Theorem 3. 
Also here we have a 


COROLLARY 2. /f the: real interval I forms continuous quasigroups under 
6 operations xiy (i=1, 2,-3, 4, 5, 6) and if. ‘these operations satisfy (2) for 
all real values x, y, u, v in I, then all 6‘ quasigroups are isotopic to the 
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addition group of real numbers: there exist 9 topological mappings «, | ey? 
0, &, 9, W, x, % of I onto itself, unique up to multiplicative and additive con- 
stants, such that 


xty=(xetyAo", x2y=(xd+yp)e', x8V=(xx+ING » 
xdy=(xetyyy, xSy=(xptyeet, x6y—(xeryye’. 


On the other hand, the operations thus defined always satisfy (2) and I forms 
continuous quasigroups under them. 


Of course, a similar problem as in connection with Theorem 1 and 
Corollary 1 can be posed here, too. 

The special cases considered e. g. in [3], [8], [9], [10], [13] can be 
treated also on the basis of our Corollaries 1 and 2. For other applications 
see also [12]. Here we will apply our results to the theory of webs, following 
a suggestion of F. RADO (Cluj) [13]. 


§ 4. Application to the theory of webs 


A (plane) web consists of 3 systems of curves so that two curves 
belonging to the same system do not intersect and two curves of two dif- 
ferent systems intersect in exactly one point. A web is regular if it is 
homeomorphic to that consisting of 3 systems of parallel straight lines. — 
As two of the three systems of curves can always be carried over by homeo- 
morphisms in perpendicular straight lines, these can be taken as lines 
x= constant and y—constant and the third system of curves as that of 
niveau curves of a function F(x, y)—=x2y. We shall denote the two inverse 
functions of this function by x1y and x3y, i.e. x2y—z implies x—y1z 
and y= z3x. (If we take y= constant and z=—constant as perpendicular 
straight lines, then the third system of curves are the niveau curves of y12z 
etc.) The above definition shows that a web is regular if and only if there 
exist 3 topological mappings x, g, 0 such that 


(22) (x2 y)x—=xd+yq, 


i.e. the quasigroup with the operation 2 is isotopic to the addition group ‘of 
real numbers. — There are several geometric criteria for a web to be re- 
gular. (See [6] for all this.) 

As an example we show that the closing of the so-called Thomsen 
figure is necessary and sufficient for a web to be regular (cf. [6], pp. 20, 
35—40) deriving this result from our Corollary 2. — The closing of the 
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Thomsen figure means (see Fig. 1) that the simultaneous validity of 


(23) MH 2Vo— i 2W—Y, X12=H%2),—u 
implies that of 
(24) XZ Ys = Xg 2 Yo. 


As from (23) 
X= ly, \Ww=yY3xX, Xx=y, 14, Vz = U3 xX, 
follows, we get by putting this in (24) and writing xv, y,—x 
(x1 y)2(u3v) = (x1) 2(y30). 

This is an equation of the form (2) and so (as in the theory of webs all 
curves and thus the operations 1, 2, 3 are supposed to be continuous), by 
Corollary 2, (22) is valid, we have proved the sufficiency of the condition. 
On the other hand, if (22) holds, then (24) follows from (23) immediately 
and this completes the proof of our assertion. 

Also other theorems on webs can be proved on the basis of our Co- 


‘rollaries. In this theory the solution of our problems posed above would be 
significant, too. 


% 


Fig. 1 


The above considerations show also that the following generalization 
(cf. [7], p. 59 for loops instead of quasigroups) of the above theorem is true, 
too: We call every quasigroup.a web and regular webs those which are iso- 
topic to abelian groups. We denote the operation in the quasigroup by x2y. 
Then the implication (23)—>-(24) is necessary and sufficient for a web to 


be regular. 
(Received 29 September 1959) 
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SOME PROBLEMS CONCERNING THE STRUCTURE 
OF RANDOM WALK PATHS 


By 
P. ERDOS (Budapest), corresponding member of the Academy, 
and S. J. TAYLOR (Birmingham) 


1. Introduction. We restrict our consideration to symmetric random 
walk, defined in the following way. Consider the lattice formed by the points. 
of d-dimensional Euclidean space whose coordinates are integers, and let a 
point Sa(n) perform a move randomly on this lattice according to the rules: 
at time zero it is at the origin and if at any time n—1 (n—1,2,...) it is 
at some point S of the lattice, then at time n it will be at one of the 2d 
lattice ES ba, nearest S, the probability of it being at any ecied one of 


these being 5 ay: 


- In the present note we examine in some detail the structure of the path 
formed by the points S,(0), Sa(1),..., Sa(n), ... . We will sometimes be inter- 
ested in the first n points of the path, and at others in some property of 
the infinite path obtained as n— oo. Our results will depend to a large 
extent on those obtained in [2]; for convenience we shall use a notation which 
is consistent with that paper. In Section 2 we summarise the notations used 
and obtain some preliminary results which will be needed in the sequel. 

The paper of DvorETzky and ErD6s [2] was only incidentally interested 
in the returns to the origin of a random walk, that is, the values of the 
integer n for which Sa(n)—0. We study these in detail in Sections 3 and 4. 
Since POLYA showed ‘[8] as long ago as 1921 that a symmetric random walk 
will, with probability 1, return infinitely often to the origin if d—1, 2, while 
if d>2, it will wander off to infinity with probability 1, the study of returns 
to the origin is only interesting for d—1 or 2. In the case of plane random 
walk we obtain the asymptotic distribution of the number of returns to the 
origin in n steps and use these to deduce strong laws analogous to the law 
of the iterated logarithm. The corresponding results for the case d—=1 were 
previously obtained by CHUNG and Hunt [1]. In Section 4 we examine some 
properties of the sequence of successive returns to the origin. 

In Section 5 we consider two problems related to the behaviour of 
ea(n), the distance from the origin of Sa(n). When d= 3, the result of POLYA 
shows that ga(n) > co as n—» co and Dvoretzky and ErDés obtained lower 
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bounds for the rate at which ¢ca(n) increases. Our first problem concerns the 
average rate of increase: this is of interest for any value of d and we obtain 
different results for the cases d—=1, d—2, and d=3. The second problem 
concerns a modified form of the law of the iterated logarithm for d= 3. 

Finally, in Section 6, we consider briefly the multiplicity of points on 
the path. We are mainly interested in two questions: firstly, how many 
points of the path are entered a specified finite number of times; and se- 
condly, how large is the maximum multiplicity occurring in a path of n steps. 

We hope in a subsequent paper [5] to examine in detail the intersec- 
tion properties of random walk paths. 


2. Notation and preliminary results. For any fixed number of di- 
mensions d= 1, 2,... we will be considering the space 94 of infinite random 
walks in d-space with a probability measure P(E) defined for measurable 
sets in $24 by extending the elementary definition of probabilities of single 
steps. (The measure can be defined by mapping the space of paths onto a 
g-adic (¢ = 2d) representation of the real interval Ox <1, and using Le- 
besgue measure. Since measurability problems will not be important, we do 
not need to go into this.) P{.} will denote the probability that a path w in 
2, satisfies the condition within the braces’. If F,, E,,...,F&,,... is a se- 
quence of sets, then we will write 


P{E, i. 0.} 
for the probability that a path w is in infinitely many of the sets E£,. 


C1, Cy,.++, Cig Will denote finite positive real constants. [x] will denote 
the Jargest integer not greater than the real number x. 


L(x) =log.x, (x) =log...logx (Kal 2... «hs 
where the logarithm is iterated k& times. 
é will always denote a positive number. 
If .X is a vector in d-space, |X| denotes the distance from X to the 
origin. 
For paths in $23, we denote by ya(n) the probability that in the first 
n—I1 steps, the path does not return to the origin. Clearly 


(2. 1) = ya(1) = ya(2) = ++» = ya(n)= ++. >0. 
In [1] it is proved that, for d= 3, 
(2: 2) va(n) > ya >0O 


as f— oo, and 


{2. 3) ya <ya(n) < ya+ O (n'-€2); 
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for d= 2, ya(n)—>+0 and the estimate found is 


log lo 

2.4 sin 

ce 10) — een +O (tees 

Let us first see that (2.4) can be improved slightly to 
1 

Fa re 

2:5) ay z+ (aeeap}- 


Write u(r) for the Spee bali that S,(r) 0. Then for odd integers r, u,(r)=0, 
while 


(2.6) uw) = 4 +0(4) pan fe oo 


Counting the last return to the origin, we have 


[n/2 
(2.7) > p(n—2k)u,(2k) = 1. 
k=0 


n/2 


| 
By (2.1) this gives y.(n) > u.(2k) <1, which with (2.6) gives 
- k=0 


3 1 
‘a 102 agent OL qapay) 


Now if 1<k,<k,< [n/2], (2.1) and (2.7) give 


ky k [n/2 
¥o(n—2k) nu Uy(2k) + yo(n— 2k) >) Uy(2k) + >> u.(2k) = 1. 
k=0 k=k,+1 k=Ketl 


2 aaa 
2 logn 


Now take k,= al | | and apply (2.6) and (2.8) to obtain 


1 2 
yo((0/2)) = eae —o( Gz): 
Replacing n by 2n gives 


1 \ 
y(n) = ny: — ola] 


which, together with (2.8) completes the proof of (2.5). 

Now suppose that P is a lattice point in the plane whose distance from 
the origin is @. Let u.(P,n) be the probability that S,(n)—P. According to 
the position of P, it can only be reached in either an even number of steps 
or an odd number of. steps. If it can be reached in an even number of 


steps and 
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(i) k>o’, then 


1 pee AE 
(ii) while if k <0’, then 
@ 
(2. 10) u,(P, 2k) = BE +O Fla 2 


The formulae (2.9) and (2.10) can be obtained by counting the number of 
paths (out of 47") which end at P and using Stirling’s formula, or by using 
the central limit theorem. 

Now let 7.(P,7) be the probability that in the first n steps the path 
does not pass through P. Again assuming that P can be reached ir an even 
number of steps we have 


(2.11) ralP, n) +, s(P, 24) 7(0—2K) —1 


on considering the last return to P. 
Subtracting (2.7) from (2.10) gives 


(n/2] 
(2. 12) yo(P, n)—y2(n) = 2D {ua(2k) — uP, 24)} 72(n —24). 
Now suppose that 
(2. 13) 20<o<n'’, 


We have, for 1<k,<k, < [n/2], 


ralP, 1) pst) = 7.2K) > m(2K)-+7s(n—Ky) > (us(2K)—a(P, 24)} 4 


k==k,+1 
[a2] 
+ ce {u,(2k)—u,(P, 2k)}. 


Put k,= 0, k,==n* and use (2. 1), (2.5), (2.6) and (2. 10) to give 


AP.) rr) = | 


or . 

log «+ O(1) 
2.14 2 y(n) Sune Se 
(2.14) 7(P, 2) — y(n) = OB 
Similarly, for 1 < k; < [n/2], 


7o(P, m) ran) = 72(0) > {un(2K)—un(P, 24). 
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On taking k, = o¢*/log loge this gives 


2) newmnin= Miel-of 


The results (2.5), (2.14) and (2. 15) together show that under the conditions 
of (2. 13) 


2. five log @ (AC) ) 
(2. 16) VAP, 1) = ie [r+0( 40 ; 
It is trivial to show that if o = 20, 

1 
(2. 17) ¥o(P, n= 0( aaa} 


Each of the results (2. 16) and (2.17) can also be proved for points P 
which can only be reached in an odd number of steps from the origin: only 
obvious modifications to the proof are needed. 

A saaon similar to the one we have carried out will show that if 

eo=nP/y and 20<ww<n'’, 
then 
; _._— 2 logy f (2 
esa) eee Vell) aT — log n +0 () 
We omit the proofs of (2.17) and (2.18) as these will not be needed in the 
sequel. 


3. The number of returns to the origin. In the case d=3, the 
situation is very simple. Let ya be the probability that the random walk 
never returns to the origin. By (2.2), O0<yva< 1, and if R is the total num- 
ber of returns to the origin for an infinite path in d-space, the random 
variable R must have the geometric distribution 
(3. 1) P{R=k} = ya(1—ya)* (kK =0,-1, 23 . oa) 

Let us now consider in detail the case d==2 of a random walk in the 
plane. Let R, be the number of returns to the origin in the first n steps. 
Let W, denote the suffix of the r'* return to the origin. That is, there are 
r—1 returns to O among S,(1), S,(2),...,S,(a—1) and S,(n)=0 where 
n= W,. It is clear that 
(3. 2) ¥2(n) = P{W, = n} = P{R,-1 = 0}. 

| We shall see that R, has the order of magnitude log n, so let us define 
a new random variable 7, by 


Ri ama 
(3. 3) cir (n= 3, Apt) 
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Let x >0 be any real number; our aim now is to try to estimate P{7, < x}: 
Define an integer g by 


(3. 4) g ==[x log n]+1. 
Then if W,<n, we certainly have 7, =x. That is, we have 


q ) ‘ q 
P{T. =x) = P(W, <0} = 17 P |W — Wei" {—[P]m< A], 
s=1 ] 


since the variables W,—W,-; (s=1,2,...,qg) are independent and all have 


the same distributions as W,. If p= |], it follows from (3.2) that 


P{T, = x} = [l—72.(p)]". 


Thus, provided x< PuOg! & we have, on substituting the estimate (2. 5) 


(L,(n))'** ’ 
for ¥2(P), 
P{T, = x} 2e™(1+0(1)) as n—-ov. 
Note further that we have 
(3. 5) P{T, = x} = e"*(1 + 0((log n) “*)) 
uniformly in x for x < (log n)?*. 
We will later also need an estimate for P{7,, = x} in the case xk logn 


where k is a constant. The method used above is not completely accurate 
in this case, but it is still sufficient to give 


e-ka log n 


(3. 6) P{T, = k log n} = Goo pear 


for any positive number «. 

Let us now try to obtain an upper bound corresponding to the lower 
bound (3.5). Let Ex (kK—1,2,...,q) be the event that precisely k of the 
variables W,—W,.; are greater than or equal to n, while g—k of them are 
less than n. Then clearly, since the events FE, are mutually exclusive, 


q 
(3. 7) P{7, <x} = > P(E). 
k=1 
By (3.2), we have that 
q q q x 
SPe)= > (2) rcm0—remy"* = 1-0 
Now, using the estimate (2.5), it follows that, for x < (log n)*4, . 
(3. 8) P{7, <x} = 1—e™*(1+ O(log ny") 
uniformly in x for that range. 
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_ Thus (3.5) and (3.8) together show that 


(3. 9) P{T, =x} =e-[1+o0(logn)y""] as no, 
uniformly for x < (log n)*/. 
If x is restricted to a fixed range, say 


CHEN Keg, 

then a better estimate can be obtained. We have, instead of (3.8), 
P{T, <x} = (l—e* ‘ 
{T, <x} = {l—e i }140/ oa) 


In this case the estimate (3.5) can be improved to 


6108 2) 
1+0| ae f 


Pein x) ees 
Thus we have ' 
(3. 10) Pf Tux} e007" 


uniformly for c,< x <c;. 

We need (3.10) to allow us to obtain a satisfactory upper bound cor- 
responding to (3. 6). 
) Put s=[k(log n)’], t=[k % e Then 


log log n\| 
1+0(Er eI 


P{7, 2 klogn}=P{W,Sn} =P (Y (Wa —We- pt = nyt =[P{W, Sn} ]loe, 


since W— Wo-1% are eigpaunbart and all have the same distribution as W,. 
Now P{W,=n}=P{R, <t}. Using the estimate (3.10), this shows 
that there exists a constant c,, depending on & such that 
es. 11) P{T7, = klog n} = e-** "(log n)* 
for large enough values of n. 
The detailed results obtained in this section will be needed in the se- 
quel. Let us summarise the picture in the following 
THEOREM 1. Jf R, denotes the number of returns to the origin in the 
first n steps of a plane random walk, then 


lim P{R, < x log n} = 1—e-** 


n>@ 


for x < (log n)?4, and the limit is approached uniformly in this range. 
Thus the asymptotic value of the mean of the random variable 


T, = Ke als ze, This ties up with one of the main results of [2] where 
log n IU 
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it of shown that the number of lattice points entered in a steps is 


on (1+ 0(1)) with probability 1. Thus the average multiplicity of points 


entered must be “log n. 


REMARK. CHUNG and Hunt [1] found the result corresponding to Theo-. 
rem 1 for random walk on the line. They showed that if NV, denotes the 


number of returns to the origin in the first n steps, then oh has a distrib- 


ution which tends to that of |¥| where Y is a normally distributed variable 
with mean O and variance 1. , 

We now go on to consider laws of the type of the iterated logarithm 
for the random variable 7,. Since the methods required are complicated and 
not essentially new, we will not always give complete proofs. First let us 
consider the small values of 7,. 

THEOREM 2. /f p(x) decreases to zero, p(x) log x increases to + 0 as 
x—+-+ 0c, and R, is the number of returns to the origin in the first n steps 
of a plane random walk, then 

P{R, <g(n)logn i.o.}=0 or 1, 


@ 


* p(x) 


x log x 


according as | dx converges or diverges. 


@ 
Proor. The integral converges or diverges with the series >’ g, where 
1 


Gx = y(n) and n= 2™ (k=1, 2,...). 
Suppose first that Sg, converges. We may assume that ¢ (x) = (log x) 
since otherwise we can replace » by 


(x) = max {¢(x), (log x) 
‘without upsetting the convergence of the integral. Hence by Theorem 1, for 
k large we have 


-1/10 
, 


ney 


P{Rn, < 2px log mi} < CPx. 


By the Borel—Cantelli lemma, there exists with probability 1 an integer k, 
such that R,, = 2g, log nm for k= k. Now if my;>n =m, 


| Re 
logn ~, 2 ‘log nm 


=r. 


Hence 
R, 
log n 


= = 9") for n=n,. 
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Now ‘suppose that 2g, diverges. We need to be a little more’ careful 
as the events considered above are not independent. The conditions of The- 
orem 1 are satisfied so that 


(3.12) P( Wy Woy > €°"?") = P(Wyy-1 > '¥r) = P(R,, < 2"") 
where t,—[e’”]. Now 


R 
r-1 tr S. Pr 
P(R,, <2 EPL <% 


> CoPr 


for r=1%, by Theorem 1, since ft,» oo. The events Wy—Wy,.1>@"? 
(r= 1, 2,...) are independent. Hence again appealing to the Borel—Cantelli 
lemma, there are infinitely many integers r for which 


Way > & Pr 
and so 


ae 7 < Pr = lt), 


for infinitely many integers ¢,. This completes the proof of the theorem. 
COROLLARY. There is probability 1 that, for any constant k, Rn< 


logn AP Sa ‘ ne 
ii Lee ; but for any 0>0, there is probability 1 that 
< ine ioeh infinitely often; but for any p y 


R,> A aN =; for all large enough n. 


Now let us go on to consider the unusually large values of F,,. For 
this purpose we shall find it useful to look at the sequence at the points 


(3213) > m,—=[e*""] (k= 2,3,...). 
Suppose w(x) is a monotonic function of x which increases to + oc as 


x—--+ 0. 
Write 
(3. 14) eee Uk 2, 3: 25), 
| TER, 
| log my oA & beat 


THEOREM 3. Jf w(x) is a monotonic function which increases to +- 
a 


as x>+ 00 and >'e* converges, where yx is given by (3. 13), (3. 14), then 
k=2 


tk, 
logn 


=0. 


P > y(n) io. 


10 Acta Mathematica XI/1—2 
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PROOF. We .may assume that w(n) S 2 log, a, since otherwise ses 
w(n) by y(n) = min {y(n), 2 log;n} will not effect the convergence of sen" 
and will only strengthen the result of the theorem. 

Then by (3. 13), (3.14) and (3.9), a simple computation shows that, 
for large enough &, 
TOR mgs 
“log m. 


> Yn (< ee Vk 


Applying the Borel—Cantelli lemma we have, since Se ** converges, that 
there exists with probability 1, an integer k, such that 


oa. tH = pe formik ak 


Then if mui >n 2m, and k = Kee 


mR, = TR my, 
logn ~ log m 


=, S y(n); 
and therefore there is probability 1 that 


OR» 
log n 


> y(n) only finitely often. 


To prove the converse of Theorem 3 requires a great deal more trouble due 
to the independence difficulties in the application of the Borel—Cantelli 
lemma. We state two forms of the theorem which are almost equivalent. 


THEOREM 4A. Jf w(x) is a monotonic function satisfying w(x) > Csl,(x) 
for some c,>0, then 


7 Ry 
log n 


> wn) io. 


xeQ. or I, 


according as Pes converges or diverges, where , is given by (3. 13), (3. 14). 


THEOREM 4B. Jf w(x) is a monotonic function increasing to +- ce such 
that »(x)/log x decreases to zero as x ++ 00, then 


wR, 
log n 


>w(n) i.0..=0.0r 1, 


according as Ft iy ote “) converges or diverges. 
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COROLLARY. If r>A4 is a positive integer, and 
Wp (x) = be(x) + 21, (x) + lo(X) + EEX) + thar (20, 
then 


7R,, 
logn 


wn) 20,700 1, 


according mst) Ort sails 


It is clear that for functions w(x) which satisfy the conditions of both 
theorems, the two Theorems 4A, 4B are equivalent. The corollary can be 
deduced from either. It seems likely that the condition w(x) > c,/,(x) of 
Theorem 4A could be relaxed, but some sort of lower bound to the rate of 
growth of w(x) is necessary. A proof of Theorem 4A can be obtained 
by making suitable modifications to the proof of ErDds [4]; and a proof of 
Theorem 4B can be obtained by modifying the proof of CHUNG and Hunt [I]. 
By either method the details are extremely formidable, and we do not pro- 
pose to write them down as there is only one idea’ needed which could be 
described as new. This idea will be illustrated if we give a proof for the 
first term only of the asymptotic expansion of the critical w(x). This is given by 


THEOREM 4C. /f w(x) =c log log log x, and R,, is the number of returns 
to the origin in the first n steps of a plane random walk, then 


wR, 


E 
{ logn 


=(Q or .1, 


> y(n) io. 


according as c>1 orc=1. 


Proor. With c>1, and y, defined by (3. 13), (3. 14) the series Ye %* 
converges. By Theorem 3 it follows immediately that 


wR, 


= 0. 
logn 


P 


>w(n) io. 


For the case c <1, it is sufficient to prove that 


aR, oF diene 
(3. 15) P| Tagg > W(@) do. {= 1. 
Put 
(3. 16) See] (kK=2,3,...). 
Let E; be the event 
Ex= se ~> iiss. 
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Then, by (3.9), we have 
‘ 1 
P(E.) = Flog k \! +o(1)), 


so certainly YP(E,) diverges. The points s, are sufficiently far apart to use 
the simplest form of argument for overcoming independence difficulties. We 
can show the existence of c, such that 


(3. 17) P(E,| Fz Es... Ex-1) > CaP (Ex). 
At the end of s,-; steps the random walk path is certainly at a distance 


< S,-1 from O. If 7, is the event that there is at least one return to the ori- 
gin' between s,-, and s'&", it follows form (2. 16) that 


2 


(Emb Oe P(T:|ESES.. Era) = | EE 


for large k. If 7, occurs, the path can be started from the first return to the 
origin after s,-, and f, = (s,—sl&") steps taken. Hence 


(3. 19) P(E;.| 7.) = P(Q,) 
where Q, is the event that in ¢ steps starting from O the number of returns 
is not less than +1 (s1) log Sx. 


Now it is clear that 
hk > S— si”, 
so that log ft, > log s,(1—s,'*). 
It follows from (3.9) and (3. 16) that 


P(Q0=giegg (1+), 


Combining this with (3.18) and (3.19) is sufficient to prove (3.17). This 
shows that 
P(Ex|ESEs... Ey.1) diverges, 


so that, with probability 1, the event E, occurs infinitely often. This com- 
pletes the proof of the theorem. 


4. The distribution of the returns to the origin. We have seen that 
Rn Ra 


m2? log n 
tribution as n-+oo, As a result these ratios do not approach a limit as 


in the cases d= 1, 2, respectively, each have an asymptotic dis- 


' This is where we introduce an idea not needed in [1] or [4]. 
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n—»+ co, We first show that a suitable averaging process leads to a limit, 
and then show that if one only counts returns at a suitably sparse subse- 
quence, then the number of returns has an asymptotic value. 


THEOREM 5. Suppose W, denotes the suffix of the s return to the origin. 
Then there are constants c;, Cs such that 


(i) if the random walk is on the line, then 


ee 
2 


lim —> 
logn Si wi? 


n>@ 


=, with probability 1; 


(ii) if the random walk is in the plane, then 


n 
~ 


: 1 
th logn = log W, 


n-+>@ 


l=c with probability 1. 


PROOF OF (ii). For a random walk in the plane define a sequence of 
random variables by 


1 
7 if S,(k)=0, 
| loge FSC) | (7a? oF 1). 
0 otherwise 
Using (2.6) we see that 
; 1 
§(u2h) =p + O( Zz), 
Bi Zhe 1i¥ ee 0 > (Kine 12527): 


Hence, if we put »(n)= =, u(k), we obtain 
1 
(4. 1) &{v(n)} = — log log n+ O(1). 


The variance o°{v(n)} may be estimated since 


1 
raSicn Togt a foo fh (SO =9))- 


(P {S:(j) = 0| S2(i) = 0} —P{S.(/) = 0}). 


Using (2.6), a simple computation shows that 


gasZ 


(4. 2) .o'{y(n)} <¢, log log n 


for a suitable positive number cy. 
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Let 
(4. 3) Qe = [e*""] (K=1, 2,22); 
then log log gq, = k°(1 + 0(])). 
By Chebyshev’s inequality, using (4.1) and (4.2), for any « >0, 


p}| ees | 

|| loglogq, 2 

for a suitable constant c,,. Using the Borel—Cantelli lemma, we see that 
ACD) 1 


=i ility 1. 
wo loglogg, 2 with probability 


Now if giv >= Qn, 


ACE ee AE ee 0 


log logg, log logn ~ log log gus 
By (4. 3) log 108 Geel © 3 asi keronelt follows immediately that, with prob- 
log log gx 
ability 1, 7 | 
(4. 4) ines 2a 


nso loglogn 2 es 


FJ + 
We now show that the result (4.4) is equivalent to doy By Theorem 2) we 
know that, with probability 1, R, > log n(log log n)°” for large n. Hence 


(4. 5) W, <er(oe’ for large n. 
Similarly from Theorem 3 we can deduce that 


(4. 6) W, > er/loen for large n. 


n 


Now oe 


] 
oa jog W, =y7(W,), so that, by (4.5) and (4.6), 


(4. T) v(en/log &) <a l ey je 2 le v(e" (log Da) 


logn logn Sj log W, ~ logn 


for large n, with probability 1. 


Since, with probability 1, both sides of (4.7) approach the limit 1/z, 
this completes the proof that 


= 1 1 
c ) tm Toe er popes or meg 
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PROOF OF (i). Precisely the same method will work in this case, using 
the results of CHUNG and HunrT [1] instead of Theorems 2 and 3. 

THEOREM 6. (i) For a random walk on the line, let R,(2K) be the num- 
ber of integers k for which S,(2k’?)=0 (1=k=n). Then there is a posi- 
tive number c,, such that 


P{ lim R,(2)/log n=c,,} = 1: 


(ii) For a random walk in the plane, let R,(2{k log k]) be the number of 
integers k for which S,(2[k log k])=0 (1 =k=n). Then there is a positive 
number cy. such that 


R, (2[k log k]) __ 
ey ON Pl Ee, een 

The proof of this theorem is very similar to that of Theorem 5, so we 
omit it. 

Let us now ask the following question about random walks in the plane. 
We know that the walk returns to the origin infinitely often. However, there 
will be some long ‘gaps’ when the walk does not return. How long can 
these gaps be? To make this precise, if g(n) is a monotonic function, let us 
ask whether or not there are only finitely many integers n for which the path 
(n,n+g(n)) does not contain at least one return to the origin. We have 
succeeded in answering this question in the following form: 


_ THEOREM 7. Suppose f(n) is a monotonic function which increases to 
+ occ as x» oo, and let E, be the event that the plane random walk path 
does not return to the origin between n and n': P{E, i.o}=0 or 1, 


P 


1 
according as the series paeigy f(2") converges or diverges. 


Proor. Let F, be the event | S.(n)|>n'*. Then P(F,)>1—n-“, and 
an application of (2. 16) will give 


1/A 
P(F, 1 Ex) > (1—a-ti) 2108" 


Fay iogn °C) 
since the behaviour. of the random walk after n depends only on its posi- 
tion at the nt* step. Hence, for pee n, 

P(E.) > 


Similarly, since |S,(n)| =, we can apply (2.16) to give, again for large n, 


3 
(4. 9) P(E.) < 4) Fin): 
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Now suppose first that ras converges where ny, = 2". Put f,(a)= 
: 


=+ f(n), and let Q, be the event that there is no return to the origin be- 


geen nm, and niu), By (4.9), 2P(Qx) converges, so, with probability 1, 
there is an integer K such that there is a return between n, and afi“) for 
all k= K. Since n/™ = nfo = nh, this will, imply that for Ny SN< Ney, 
k= K there is at least one return ae n and ni, 


Conversely suppose that 2» ~— 7 Finy diverges. Because of the law of zero 


or one, it is sufficient to show that there exists an 7 >O such that for every 
integer k, there is an integer k, with 


hy 
(4.10) \* | U En, ¢ > n.- 
k=h, ) 


Since f(n) is monotonic, the series Dae ney Y a ) must also diverge. Thus if k; 
is given and sufficiently large, we can certainly find &, such that 


] ] 1 


4.11 — —_——~ <= 
oe) 20 < ,, ren, Ann) 10 


We will show that this choice of k, satisfies (4.10) with n=7- Consider 


the events 
(4. 12) D, —— Eng — Bans a} [ U En, | 
dk<SrSky 
The sets D,, for & an integer satisfying k, =5k =k, are clearly disjoint and 
U Fn a ee Dy, 
S5kSky 


so that (4.10) will immediately follow if we can prove that, for k, =5i=h, 


1 
(4. 13) P(D,) > a P(E,,,). 
There are two cases to consider in estimating P(D,): (i) r—k small, (ii) 
r—k large. 
(i) If r is such that ney > Ns, , then the probability of no return be- 
tween ii") and nti" is, on using (2. 16), 


, log ns. f (nsx) 
< (2 2 é) log Noy f(Asr) 
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since we know that |S,(n{("s)| < nf), Thus we have in this case that 


(4. 14) P(Eng, 1 Eng,) < P(En;,)- 


= k) 


(ii) On the other hand, if nf) <n, , we have by (4.9) that 


4.15 P(E,, n 
( ) (E Sk q E aie te + poe Fan) 4) P(E,,,,)- 


The two cases (4. 14), (4. 15) together show that 


P (Evy. 1. En.) <3 Fae See Br P(En..) 


_. for any r>k. This result applied to (4.11) and (4.12) immediately gives 
(4. 13). This completes the proof of the theorem. 

We state without proof the result for a one-dimensional walk which 
corresponds to Theorem 7. It can be proved by similar methods. 


THEOREM 7A. Suppose f(n) is a monotonic function which increases to 
+> as x—+oo, and E, is the event that a random walk path on the line 
does not return to the origin between n and n{ f(n)}°, then 


Plés i 0) 0 or tT, 


according as the series S aay converges or diverges. 

We end this section by mentioning a related problem which we have 
been unable to solve completely. Clearly the lattice points in any given 
square will eventually all be entered by a plane random walk. How quickly 
does this happen? More precisely we have 


PROBLEM. How quickly does the function f(m) need to increase so that 
in an infinite plane random walk, with probability 1, all the lattice points 
within a distance n of the origin will be entered by the walk before f(n) 
steps except for finitely many values of n? 

We can show using the methods we have discussed above that 
f(n) = ntee'** is large enough, but we have failed to get a satisfactory lower 
estimate and have no plausible conjecture regarding a necessary and _suffi- 
cient condition for the rate of increase of f(n). 

5. Behaviour of the distance from the origin. For a random walk 
in d-space we put e,()=|S.(n)|. Then for d= 1, the celebrated law of the 
iterated logarithm gives an upper bound to o,(n) for large n. The corre- 
sponding theorem in d-space. is 


154 P. ERDOS AND S. J. TAYLOR 
THEOREM 8. For random walk in d-space 


P) ou(n)>e/ 2m tog tog Lo0«jeeOror i; 


according asc>1 orc=1. 


This result must be well-known though we have not found it stated 
explicitly in the literature. It can be proved by modifying the proof for the 
case d= 1. 

This form of the theorem deals with the unusually large values of ga(n). 
We may ask: how large can a sphere be for S,(n) to remain outside it for 
n =n? This is equivalent to obtaining an upper bound for the rate of escape 
of Sa(n). The lower bound was obtained in [2]. We will need to use 


LEMMA 1. Jf d=3, then for a random walk in d-space 
P {0,(n) < n'” (log n)* i. 0.) =0. 

This is a special case of the rate of escape result of [2]. 

LEMMA 2. Jf d@=3 and we start a random walk in d-space at a dis- 
tance R from O, then it will enter a sphere of centre O and radius AR (0<4<1) 
with probability 

p= (a2(1+0(1)) 
as R- ~. 

This is proved for Brownian motion by DvoreTzky [3]. The random 
walk case follows immediately from the relationship connecting them (see [7]). 


Because of the result of POLYA, the problem of rate of escape is only 
meaningful for d= 3. 


THEOREM 9. Suppose c <1, 04(n) is the distance from O at the n‘ step 
of a random walk in d-space, d = 3, and t4(n) = inf o,(n), then 


P 


pte oe 
ra(n) >e | = nog log n i.o.f=1. 


REMARK. Since ta(n) = 0,(n), it follows from Theorem 8 that for cole 
we must have 


P) ra(a) >e|/ 2 a tog logan i.o.{—0 


The case c= 1 can also be decided: in fact, by taking a great deal more 
care one can prove that, for any a<1, 


1/2 } 
P } va(n) > 4 (2log log n-+-al,(m) i, of = 1. 
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We have been unable to obtain necessary and sufficient conditions for upper 
bounds to the function t,a(n) which would correspond to the results of 
ErpDos [4] and FEeLter [6]. 


PROOF OF THEOREM 9. Let ¢,3, C4 satisfy 
(5. 1) . OR tax 0,5 1; 


Consider a single axis in d-space and let g(n) be the number of steps which 
are taken in the direction of this axis. Let 


g(n) = B ; 


_ Then, since steps along the direction of each of the d axes are equally likely, 
we have 


(5. 2) P(Q,) = 


0.= 


n| 


Now, by considering only the distance from the origin in the direction of 
this one specified axis, we have 
1 


6.3) (og 


Qu{ = 


2 1/2 
P )ea(n) > Cu (2 n log log n| 
Further, by Lemma 2, 


> 


1/2 
Qa(n) > Cu i n log log n| 


{ 1/2 
54) P }a(n) > Cy (2 n log log n| 


Seer (1-+0(1)); 


since the required probability is that of not entering a sphere of radius c,,x 
if you start from a distance cx from its centre. By (5.1), (5.2), (5.3) and 
(5.4) it follows that for a suitable c,, we have 


Cis, 
(log ny)" 
In order to apply the Borel—Cantelli lemma we must replace the events in 
(5. 5) by suitable independent ones. Let 
(5. 6) m =e} (k=1,2,...) 
where . 
ae ie 1<146<cn. 


(5. 5) > 


1/2) 
P j ta(2) > C1 (2 n log log n| 
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Now put 
tap 8) = inf | Sa (n) — Sa (nx) | ° 


41S" S42 
Putting mii —m. =t, we Clearly have 
P{u, >A} =P{ta(t) >4} for any 420. 


Hence if we put 


2 1/2 
Ex = j\Ue > Crs (2 t, log log a ; 


we have by (5.5) and (5.6) that 
Cis 
P(Ex) > Tee Where 0<ce6 <1. 


But, by (5.8), the events Fp, Fs,...,£x,... are independent. Hence, by 
Borel—Cantelli, 
(5. 9) P{E, i.o.}== 1. 
Now, by Theorem 8, there exists with probability 1 an integer k, such that 
for k= ky ’ 
1/2 

Oa(ny) < 2 [2 log log ms} f 
Using (5.6) this shows that 
(5. 10) Oa(m) < ny? , 


Finally, by Lemma 1, there exists with probability 1 an integer k, such that 
ifkekh, 


1/2 
Ny fo 


Ta(Ney2) = (log musa)? . 
Again using (5.6), this shows that 
ts) 1 1) Ta(Ni+2) = (Mist log log Mey)". 


Now suppose k= Max(k,,k,) is such that E, occurs. Then, by (5.8) and 
(5. 10), 


1/2 1/2 
inf |Sa(n)| > cys & t, log log a oe ee ie N+ log log nes] 
+2 


nyptlSn=n,, 5 


for large enough k, by (5.1), (5.5). Now using (5.11) we see that for such 
values of k we have 


2 1/2 
Ta(Me41) > C (2 Ney log log muss} ° 


This completes the proof of the theorem. 
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We now state a theorem regarding the average rate of growth of @,(n). 
This is relevant for d= 1,2 as well as d=3. 


THEOREM 10. For a random walk in d-space, if ea(n) denotes the distance 
from the origin of Sa(n), then there are constants 2a such that 


1 xo anne 


(i) log N& The, Tod) 4, with probability 1, 
N 
(ii) eres ¥ STL +t (n)} 3—>4, with probability 1, 
¥ 1 < 1 + fe 
(iii) ooo Aa swith probability 1, for d=3,4,... 


log N= 1+ fe.(n)} 


Proor. The method of proof is very similar to that used in Theorem 5. 
The three cases are also very similar, so we consider only the plane case (ii). 
' Suppose P is a lattice point in the plane. Let Y(P, 17) be the probabil- 
ity that S,(n) =P. Then 
(a) If |P|<n'*/logn, 


(5. 12) P{Y(P,n)} =0 or (1 +0(1)), 


according as P cannot or can be reached in a steps. Note that for fixed n 
half the points can be reached and the other half cannot. 


(b) If |P|>a'? logan, 


(5. 13) P{Y(P,n)} =O (3 
« 1 P{Y(P, n)} : 
Thus 8 => re Using (5. 12) and (5. 13) we sel 
> PAY(P, n)} PIYP.m) og 
oat ~1+/PP sa scan) Sc.” 1+ P? + ( ) 
fi <jogn 


which gives 

2 per he aI 2 foe 

= Slog n—log log n) <8(; cal +0(1))< f (log n + log log n) 
or 


2 


| ares 
(5. 14) & (ater (1+0(1)). 
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Hence we have 


1 : 1 2 oe oe 
Teeny reap enF ee te 1 00) 
as N—-oo., 


A similar computation will show that the variance is small. It can be shown 
- 1 


that 
SERS yy Hite 
(log N)? 2, 1+ {oea(a)}?\ - lig x] ; 


The argument of Theorem 5 can be applied, proving first that the 
limit exists as n— oo through the sequence r,—[e*] and then deducing the 
general result. 


6. Multiplicity of points on a random walk. A point P of the lat- 
tice is of multiplicity m(P,n) if the random walk of n steps is at P pre- 
cisely m(P, 1) times in the first n steps. Let us first consider how many points 
there are which are entered once and only once. For d—1, there will be 
0, 1, or 2 of these, while for d= 2 there will clearly be many. Let us con- 
sider the case d=2 in some detail. In a plane random walk of n steps how 
many points have multiplicity one? 

In [2] it is shown that the probability that the At step of a random 
walk brings it to a point not previously entered is y,(k), the same is the 
probability of no return to the origin in the first K—1 steps. It is clear there- 
fore that the probability that at the kt" step a plane random walk enters a 
new point to which it does not return before the n™ step is y.(k)7.(n—A&). 

Let M,(n) be the number of points of dele 1 on a plane random 
walk of n steps. Then clearly 


(6. 1) &{M,(n)} = »S 72(k) ¥2(n—k). 


By (2. 1), &{M,(n)} = (a+ 1) {y72(n)}?. 
Using the estimate (2.5), we have 


r ka “Ly 1 
sk smo) = Lora +O Gogay) | 
Again using (2.1) and (2.5) we have, if k,— aca that 


8 (M(n)) <2 S nln) + 7k) & lk) = 


=o pogay) + gay +0 (6% 
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This: together with (6.2) shows that 


(6. 3) S{M,(n)} =n | warn +0 (9 82)! 


In order to estimate the variance we need 


LEMMA 3. Let »(n) be the probability that a plane random walk path (i) 
does not return to the origin in the first n steps and (ii) enters a new point 


at the n” step. Then 
i2 
n 
Ho) =|r([5)f. 


REMARK. It is clear that y(n) ~ {y.(n)}? as n—> oo, but we need only 
an upper bound. 


Proor. Let g = EI then the probability that a random walk path has 
not returned to the origin in the first g—1 steps is y.(q). Start a path from 
S:(q) of length n—q-+1 steps. The probability that the last of these steps 
brings the path to a point not entered since S,(g) is y.(n—q+1)=7.(q), 
by (2.1). Now if the path is to satisfy both conditions (i) and (ii) it clearly 
must not return to the origin in first g—1 steps, and the rn‘ point must 
certainly be a point-not entered since the g'® step. Thus v(n) = {y2(q)}’, as 
required. 

Now let p; be the probability that in a random walk of n steps, the 
itt step leads to a new point of multiplicity one, and let p;; be the proba- 
bility that at both the i and j** steps points of multiplicity one are entered. 
By splitting the path into three parts it follows that 


(6. 4) Py = 7” G—)7n(a—J) 
for O=i<j=n. Now 


0° {M,(n)} = 2 (pi—Pip)=2 D>) (pi—pipi). 


1siSjsn 
Using Lemma 3 and (6. 4), this gives 
P if . -\72 
; —i ; ‘ 
6.5) min s2_ > nOrda—D]lr.(2F4] nna}. 
SiSj=n 


The double sum in (6.5) can be estimated by splitting it into 4 parts. Let 
k, 


=| (og ny’ f ¥ Since all the terms are positive and less than 1,. 
(log n 


i ach Sr die eae en 


1ISi=j=n 1=isk, l=j=n 1SiSn n-kSjSn IsrSn jst k,SiEn-k, HhSj=1-ky 


IIA 
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The first 3 terms are (Gena): and the fourth, by using (2.5), is 


2 
o( "ie lgn |, Thus 
(log n)’ 
n’ log 88) 
2 pee - eS 
0° {M,(n)} = o( (log ny’) 
This variance is not quite small enough for a straightforward application of 
Chebyshev’s inequality. However, the method used in Section 5 of [2] can be 
applied here with only minor modifications to show that 
mn en | 1 
P| — apa |> Tara ° (dog ay) 


and the strong law can be deduced, as in [2], by using the sequence 
ty, =[e**] for 


(0 >0), 


ma <o<h 


For details of the method the reader is referred to [2]. Thus we have 
proved 


THEOREM 11. Jf M,(n) is the number of points of the lattice entered once 
and only once in the first n steps of a plane random walk, then 


2 
P} tim Mil@)Gog ny" _ yf, 
n>o wn 
REMARK. For a fixed positive integer ¢, a modified version of the above 
proof will show that the number of points of multiplicity ¢ in the first n steps 
of a plane random walk is given asymptotically by the same formula 
zen 
(log n)* * 
A much simplitied version of the same argument suffices to prove 
THEOREM 12. /f ¢ is a positive integer, and d=3, then the number 


Qa(t,n) of points which are entered by a random walk in d-space precisely t 
times in the first n steps is such that 


a hes Sue) ®) — r(1—yaft| 1, 


where ya is the probability that the path wilt never return to the origin. 


REMARK. This means that in d= 3 dimensions the proportion of points 
entered by a random walk of n steps which have a given multiplicity agrees 
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with the distribution (3. 1) for the number of returns to the origin. We feel 
sure that this result must also be true for the plane random walk, though 
we have not attempted to prove it. 

The result of Theorem 12 shows that, for d= 3, most of the points 
entered will have small multiplicity. Let us now ask what is the largest mul- 
tiplicity occurring in the first n steps of a random walk. 


THEOREM 13. Let Ta(n) be the upper bound of the multiplicity of points 
entered in the first n steps of a d-dimensional random walk (d=3). Then 


n>o logn 


where 


1 
“~~ Togi—7a) 


Proor. Suppose first that 2> 4a; then by (3.1), 
P{Ra(n) > 4 log n} < (1—ya)* 8". 
There are at most n points entered: hence 
P{Ta(n) > 4 log n} <n(1—ya)®" = n' "4, 


Using Borel—Cantelli it follows that the event {7a(n) > (4a+-«) log n} happens 
only finitely often for the sequence n,—2* (k=1,2,...) and as a result 
happens for only finitely many integers A with probability 1. 

There are independence difficulties in obtaining the result in the oppo- 
site direction. This time we avoid these by splitting the path into a large 
number of small pieces. 


Let 


ear ay 


‘u = [log ny, =| aa: 


Consider a piece of the path containing u’ steps. The probability that 
the first point of this piece is returned to in the first u steps is 


1 
1—ya +O fone aya 


by (2.3). Hence the probability that this first point is entered Aloga times 
in the u° steps is at least 


. 1 [Alogn] | 
p(n) = | eT O (ag a} 
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There are at least v such pieces which are now independent. It follows that 


P{Ti(n) >A log n} = 1—{1—w(n)}’, 
so that { 

P(Ta(n) = A log n} < {(1—u(n)}’< e" 
for a suitable d>0, provided 2<da. Hence, if A—Aa, by Borel—Cantelli, 
there are, with probability 1, only finitely many a for which 


Ta(n) S A log n. 


This completes the proof of the theorem. 

The problem of maximum multiplicity also has a meaning in the case 
d=2. The method used in the proof of Theorem 13, using pieces of length 
[n'?] and the estimates (3.6) and (3.11) is good enough to prove that 


tere At) s. SiGe tei 
P Gy Slim int Too nye (log n)? = lim sup Toone (log n)? - = | = I 


We think it likely that in fact 


adsl): funkite-s 
P| lim og ny (logny 2 | — I, 


though we have not succeeded in proving this. 


(Received 6 October 1959) 
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A METHOD FOR FINDING PRECISE ERROR BOUNDS OF 
NUMERICAL INTEGRATION FORMULAS IN HIGHER 
DIMENSIONS 


By 
L. C. HSU (Changchun, China) 
(Presented by P. Turdn) 


In this paper a general method for determining precise bounds of er- 
rors involved in numerical evaluation of integrals over higher dimensional 
regions is proposed. Our method consists in demonstrating existence of a 
solution for a particular system of partial differential equations. As far as 
certain basic idea is concerned, our method may also be regarded as a gen- 
eralization of that as fully utilized by S. M.NIKOLSKI in his booklet [4]. 
Actually NIKOLSKI confined his attention mainly to the numerical evaluation 
of ordinary definite integrals. 


1. For the sake of simplicity in presenting the method we shall discuss 
here mainly the case of cubature formulas (i.e. the case of integrating func- 
tions with two variables), since, in fact, the general case of numerical integ- 
ration of functions with more than two variables can be treated in a pre- 
cisely similar way. 

Throughout the paper we denote by f(x,y) the Peesied partial 
derivative o"*” f/ax"dy”, i.e. 


pon(n, N=(2) (2) r05y. 


‘In particular, f(x, y) will represent the function f(x, y) itself. 
Let f(x, y) be a real valued function defined on the rectangular region 
Q(a=xSA,b=y SB), having all partial derivatives f(x, y) with orders 


fis=Oplye ay 20, 10, 2 (m>1,n> 1). 


It is always assumed that f“™(x, y) (QOS “=Sm—1,0SvSn—1) are con- 
tinuous in Q; but the partial derivatives f™” (x, y) (QS vSn—1), f™” (x,y) 
(0=usm—1) and f(x, y) may be piecewise continuous functions. (Here 
we say that D(x, y) is a piecewise continuous function if it is piecewise 
continuous with respect to each variable alone.) Since the continuity of 
f(x, y) is in general not assumed, we must care of not writing fern xia) 
instead of f°” (x, y) etc. (cf. E. W. Hopson [3], p. 321). 


in 
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By W™™(M, M,, Ny; Q) we shall.mean a class of functions {f(x, y)} 
in which every function f(x,y) has the property as described above, and 
satisfies the following boundedness conditions: 


(1) [For-"(x, VSM, [FEM (x Y)[SMu, [f"(, y) SN, 


where M,M, and WN, are all positive constants (u—O,...,m—1; 
y=(0,...,n—1). 

Let D be a planar region contained in Q (i.e. DCQ), and let L(f) 
be a linear functional of f of the form 


(2) L(()=L(S@, »)) = D> Dif (xi, ¥)); 


where the right-hand side of (2) is a finite summation with double integer- 
indices (i,/) ranging over certain intervals, p;; are given weight-coefficients 
and (x;,y;) are evaluation points chosen to be fixed within the region D. 
The main problem to be solved here is that of determination of the supremum 


[Fe ndsS—> piifle:, ¥5) 


D 


(3) (L) = sup 


where the supremum is taken over all functions f of the function class 
w= we" (M, M,, Ny; Q). Clearly the number «(L)=«(L; D) represents 
the precise error bound of the integration formula 


Acq % \) f(x, dS = > ps fx, ¥), 


the integrand function being allowed to vary over W°””. Moreover, the 
number e(L) to be determined should depend only upon W°””, D, p,; and 
(Xi, Yi). 

2. In order to obtain an explicit formula for e(L) we have to establish 
two lemmas of which the first one is a simple extension of the integral 
remainder of Taylor’s expansion, viz. 


LEMMA 1. Let f(x,y) be a function of W'"” and let 


n-1 v m-1 ; 
we) (x—a)" 
5 P(t, y) = (Y=5)" Am,») STD, Skeet 8 
©) PLN = BAT fort, 6), Blt) = SAA pun (a,t), 
For any integer r=1 define 
* 


(6) Ka) ADT ae 
0 


for u<0. 
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Then we have 


yee yy) >, pole Se * (a, b) + Re n(X, 9) 


uly! 


where the remainder R»,.(x,y) is given by 


Rn, n= | Kn(x—t) D(t, y)dt + | K(y—t)P(x, t)dt + 
(8) a b 


AB 


7 J ae —ty) Kn (y—-te) fo (ty, t)dtidty. 
ab 


This lemma can easily be justified by successive applications of the 
Taylor formula of the form 


Mee SF OE mga fen eroa 


which is known to be valid for any finite function g(x) defined and having 
continuous derivatives g’(x),...,g (x) and a piecewise continuous deriv- 
ative g(x) on a=x< oo. In fact, the last term of (8) may be expressed 
in the form 


y B 

n-1 

= ae fO(x, t)dt— | Kx(y—t) Br, fe) dts. 
b b 


Again, making use of (9) successively, we may find 


LAW pons, dtr = fee — SSD pons, 0)— 


e A 

n-1 m-1 uw v 

=f, )— 3) CV OK MN png, 6) — | Kelx—t) OE, ppt 
sy uly! 

which obviously implies (7) with (8). 

Before stating Lemma 2, let us introduce the definition: “A real bounded 
function @®(x,y) defined on Q is said to have no infinitude of oscilla- 
tions along the direction of x of y axis, if for each fixed y or x, the func- 
tion considered as that of one variable has no infinitude of oscillations.” 
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According to this definition we may observe that the functions defined by 
(19) (see § 3) actually have no infinitude of oscillations along the directions 
of coordinate axes. 


Lemma 2. Let G,(x), H)(y) (0Sisn—1,0Sj=m—1) and F(x,y) be 
real bounded single-valued piecewise continuous functions defined on Q and 
having no infinitude of oscillations along the directions of x and y axes. 
Then there is a function f(x,y) of the class W%™(M, M,, Ny; Q) satisfying 
the following system of partial differential equations for almost all x 
(a =x=A), almost all y (65 y=SB) and almost all (x,y) in Q: 


(10. 1) fo (x, y) = M- sign F(x, y), 
(10. 2) ff (x, b) = N;- sign G;(x) (=O, t= th 
(10. 3) fF" (a, y) = M;- sign H;(y) (j=0,...,m—1) 


where signu is the Kronecker symbol, viz. signu=-+1,0,—1 according as 
u>0O,u=0,u <0, respectively. ; 

We shall give here a constructive proof. In our proof every indefinite 
integral is employed in the sense of Riemann (or Lebesgue). Moreover, for 
brevity, a function satisfying certain equations everywhere except at a certain 
countable set of isolated points will be simply said to satisfy the equations. 
First, let us integrate (10.1) with respect to x, getting 


x 


g(x, y) = | m - sign F(x, y)dx. 


Hence the function f(x, y) contained in’ the equation 

(11) FOV, Y) = PX YA Mm-1- Sign An-1(y) 

satisfies (10.1) and (10.3) with 7 m—-1. Now, integrate (11) with respect 
to x again, giving 


p2(x, y) i? * | [pi(x, y) + Mazi ; sign Hm-1(y) | ax. 
We see that the function f contained in the equation 


(12) fOr (x, Y) = go(x, Y) + Mm-2+ sign Hn-2(y) 


satisfies (10.1) and (10.3) with j—m—1,m—2. Clearly (12) can be in- 
tegrated still with respect to x unless m—2==0. Thus by successive integ- 
ration process we must be finally led to the equation 


(13) F(X, Y) = Pm (% Y) + Mo: sign Ho(y). 
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By induction argument we may conclude that the function f contained in (13) 
must satisfy (10.1) and (10.3) with 7, —m—1,...,1,0 (at all the points of 
continuity of F and H;). 

Now it is enough to consider (13) together with (10. 2). Proceeding as 
before, we may integrate (13) to get 


y 
v 


(14) W(X, V)—= | [m(%, y) + Mo- sign Ho()]dy. 


b 
Taking (10.2) with i—n—1 and integrating successively, we have 


cv em x 


Ax(x)= |} | + | Nua-sign Guardar ...dxn1d%m. 


a a a 


Then it is easily seen that the function f contained in the equation 


(15) FON (% Y) = W(X Y) + A) 


satisfies (13) and (10.2) with i—n—1. Moreover, integrating (15) with 
respect to y again, we have 


(16) W(x, y) = { [W(x y) +A] dy. 

b 
Similarly, taking (10.2) with i—n—2 and integrating with respect to x 
repeatedly, we have ; 


ec tm 


6o(x) = | | | Nae-Sigh Gn-2(X1)dxX1 ...AXm. 


a a 


It is now clear that the function f contained in 
(17) FOrnm?)(x, Y) = Wo(% Y) + F2(X) 


satisfies (15) and (10.2) with i—n—2; and so it satisfies (13) and (10. 2) 
with ~—=n—2,n—1. 

The foregoing argument can obviously be employed repeatedly, thus 
finally leading to the equation 


(18) FOO % Y= Yn(XY) + In). 
Here the functions (x, y) (k=2,..., n) are of course defined by the recur- 
rence relations (cf. (16)) -~ 


w(x, V) = | [Pers y) + Oe r@]dy, 


b 
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with 6,(x) being defined in an obvious way (cf. the definitions of 6,(x), 4, (x)). 
Since we are actually dealing with an inductive process, it may easily be 
inferred from (18) and all the preceding equations that the function 


F(X, VY) = Yn(X Y) + n(x) 


does satisfy (13) and (10. 2) with i=0,1,...,a—1 (at all the points of con- 
tinuity of F, G; and Hj). This completes the constructive proof of Lemma 2. 


3. We are now able to find an explicit formula for e(L). Denote 


F(t, te) = || Kn (x—th) Ku(y—b)dxd y—L (Kn (X th) Kn), 


19) 4 Gol) =| Kala) Po axady—L | kala) PSP), 


A, (t) = 


— ms St 


Ki(y— 1) =O axay— L (Ky) 5 7) 


where OS yvSn—1,0S4u=m—1. Apparently all the functions defined by (19) 
depend only upon D and the structure of the linear functional L(-). It is 
now easy to establish the following 


THEOREM. Let the numerical integration formula (4) be exact for pely- 
nomials of degrees at most m—1 and n—1 in x and y, respectively. Let 
&(L) be defined by (3). Then we have 


A B AB 
ek m-1 a 's : 
(20) #(L)= > n, |\Gwiat+ 2, M, | |H.(t)\dt-+ M | if F(A, te) |dtidte 
vt uw - 
a b aod 
where F(t1, t2),G,(t) and H,(t) are defined by (19). 
Proor. For any fe W'™”(M, M,, Ny; Q) let us denote 
E(f) = || fx, »dS— S ps f(x,y»). 
D 


By Lemma 1 we see that (cf. an error analysis as sketched by P. C. HAMMER 
and A. W. WyMoRE [2], p. 66) 


E(f) =|] Ran(2s y)dxdy—L(Rn (8 9)) | 


< | |] Kn(x—t) 0¢ y)dxdy—L(Kn(x—t) D(t, y))|dt+ 


+] ||[Ro—9¥(, Naxay—L(Key—N Hx, fat 


D 
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A 


B 
+ | | |F(t, te) f(t, t)\dt.dt, = 
ab 
n-1 m-1 B 
= Dx |G, (t) f(t, b)|dt + > | imo ron t)|\dt+ 
v= p= 
: v 


AB } 
+ | [iF f(t, t)|dtdt, < 


b 


=< Sx,{\o (t)|at+ > S S it ilar {ineoiande 


On the other hand, in accordance with Lemma 2, there is a function K(x, y) 
of the class W”) satisfying (10.1), (10.2) and (10.3) at all the points of 
continuity of F(x, y), Gi(x) and H;(y), so that 


E(f) =| i} folx, y)dxdy—L(f,) | = 


= 3,0 (yim, de S [HOM (a, Nat 


APS 
+) | F(t, t)$"", b)dtidts = 
b 


A 
m-1 


0 PA N,|G,(t)|dt-+ 3 Jacimeoiars [J mrt, wylatat. 


This shows that the upper bound of E(f) can be really attained by taking 
f=/f. In other words we have shown that e(L)—sup E(f)=E(f,). Hence 
the formula (20) is proved. . 

4. It is apparent from (20) that, in order to estimate e(Z) for a given 
numerical integration formula (4) with fe€ We”, one needs only to compute 
the following set of constants: 


AB A B 
o=| fir, t)\dhdte, m—=f|G()|dt, =| |Hu(t)lat. 
ao a b 
Obviously, these integrals can only be evaluated approximately, in case the 


given region D is not simple (noticing (19)). However, as far as only sym- 
metrical regions (or some special regions) are concerned, there is no neces- 
a 
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sity to calculate «(L) for each of the particular regions. In fact, P. C. HAMMER 
and his cooperator have already given some useful theorems which express 
how to generate numerical integration formulas for a variety of regions (es- 
pecially those of symmetrical regions) and how the error functionals are 
transformed (see loc. cit.). In other words, the existing theory can be applied 
to extending the usefulness of our explicit formula (20). 

As an illustration, consider, for instance, the simplest integration formula 


1 
(21) [4 naxdy = TO, 0) +/0, 1) +0, 0) +40, DI 
@ 
where Q is the square region Q(0O=x=1,0Sy=1). It is evident that this 
integration formula is exact for all polynomials f(x, y)—= 22 cjx'y’ (OSi,f/=1). 
Thus we may take m—1n= 2, and we have to compute the constants @, %, m, 
and &,&,. According to (19) and (6), we easily find 


F(t, t) = 7 (0—t)"(1—4' (4) (18) 
Gi(t) = Hot) = F(t (1-1), 


Gi(t) = H(t) = (1) —-(1—1)}. 


Consequently we have 


Ma | 1 1 
> 5 > | 
| | |F(t, t)|dtidt, =<, | 1Go(e)|at=2 | IG.) |dt=;5. 
Hence in accordance with (20) the precise error bound of the numerical in- 
tegration formula (21) for the function class W°(M, M,, Ny; Q) is found to be 


(22) &(L) = Mo+M e+ Ma+ Num +N% 


5 Kaye 1 
144’ 12 a oA . 
Making use of the “artesian product principle’ as formulated in 
HAMMER—WYMORE’s paper (loc. cit.), we can actually construct various 
numerical integration formulas of higher accuracy for the integral of (21). 
And, correspondingly, we may compute various sets of constants. (0, 7j,, &.) for 
those integration formulas constructed. However, detailed evaluation of various 
constants or construction of some useful numerical tables can only be done 
more efficiently with the aid of computers. 


where 0 = 


65 = Tho == 


5. All the process of analysis presented in §§ 1—3 can be analogously 
extended to the case of functions of three variables. As a matter of fact, if 
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T(x, y,2) belongs to WO™™), where Wi is a function class defined in a 
way precisely similar to that of W”), then we have an expansion corre- 
sponding to (7) of Lemma 1, namely, 


m-1 n-1 1-1 


iGy.z=2>, >>. Ss SL Tot 8 Ca f%™% (a, b,c) + Rin, n,t- 


p=0 pect he ulytal 


The explicit form of the remainder R»,»,.(x,y, 2), consisting of seven terms 
(3 definite integrals, 3 double integrals and 1 triple integral), can also easily 
be determined by successive applications of (9). Accordingly, we have also 
a similar result corresponding to Lemma 2 which can finally lead to a complete 
proof of a formula parallel to (20). Details are little more complicated than 
that of the two-dimensional case and may be.omitted here. 

Finally, it may be worth mentioning that the explicit formula (20) can 
possibly be used as a tool for investigating so-called “best approximate in- 
tegration formulas” of the two-dimensional case. In fact, as well known, 
similar problems corresponding to the one-dimensional case have already 
been investigated quite successfully by A. SARD [5], S. M. NIKOLSKI and 
Yu. DORONIN [1] etc. on making use of some explicit formulas for error bounds. 
DEPARTMENT OF MATHEMATICS, 
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EIN BEITRAG ZUR KOMITANTENTHEORIE 


Von 
S. GOLAB (Krakéw) und M. KUCHARZEWSKI (Katowice) 
(Vorgelegt von G. Hajés) 


‘Satz 1. Ist der Tensor T™’» eee von der Valenz (p, q) eine algebrai- 


sche Komitante des Tensors £m. und ist p+q eine ungerade Zahl, so ist T™ 
ein Nulltensor. 


BEWEIS. Voraussetzungsgem48 haben wir 


aakiecnile Reet) ky k : 
(1) Teint g TUN, Cu Ates aAyt- Ais 2A, 


Ji--Jq Presa 


wo 


Ryo s- 0 gM My 0 ee . 
(2) A 9 By’ A; Po a EN (i 


gesetzt wurde. Setzen wir insbesondere in (1) 


(3) | Ai =—d;i (6 Kroneckersches Symbol), 


=1,...,D; f=, ...,¢@) 


was erlaubt ist, da 
J = det Aji = (—1)"#0 
‘ist. Aus (3) und aus den Relationen Ay A,— dy folgt 


(4) Ai == aulit 
Bei @) geht (1) infolge (4) in. 
1° ky.. Kp Bens ky.k 
(5) (ike Pid Goo) sie 2 Siders: Esta, 
iiber: Andererseits haben wir aber 
(6) Tied =f aaa jq(Bt + oe) 
und 
(1) ew, gear te Spal Bite + Be). 


Weiter haben wir — 
Bix = 2A; Ak, 
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was wegen (3) die Form 


(8) Bin = 8yu(—9i)(— Ok) = Bn Oi Ok = Sin 
annimmt. Setzt man ee in (6) ein, so erhalt man 

phi. ky. Kp 
(9) é “ih Aas ae ide (Zi, ---, Zan). 


(5), (7) und (9) ergeben endlich © 


Bg me a jg6Bty ++ 7 Bun) =O, 
w. z. b. w. 
Satz 1 kann leicht folgendermafBen verallgemeinert werden: 


SATZ 2. Ist p+q eine ungerade Zahl, r+s eine gerade Zahl und ist 
der Tensor 
Thay 


ys Hg 


eine algebraische Komitante des Tensors 


wt Ay 
g Hy... Ug? 


so muB T° identisch verschwinden. 


(Eingegangen am 3. November 1959.) 


UBER DIE AUS g; BESTIMMTE KOVARIANTE ABLEITUNG 


Von 
A. MOOR (Szeged) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Einleitung 


Ein interessantes und — in Bezug auf die Geometrie — sehr wichtiges 
Gebiet der Theorie der geometrischen Objekte ist die Theorie der kovarianten 
Ableitung. Der Begriff der kovarianten Ableitung wurde von J. A. SCHOUTEN 
und in einer allgemeineren Form von S. Gobas eingefiihrt (vgl. [2] und [5], 
insb. S. 74—75). In einigen Spezialfaéllen wurde auch die explizite Form 
der kovarianten Ableitung bestimmt (vgl. [1]—[3] und [4]), aber auch in 
den einfachsten und vielleicht in den wichtigsten Fallen, namlich im Falle 
der Vektoren und Tensoren kénnen noch mehrere Typen der kovarianten 
Ableitung bestimmt werden. Der Typ der kovarianten Ableitung hangt ném- 
lich in erster Reihe von der Wahl des Hilfsobjektes ab. 

Im Paragraphen 1 unserer Arbeit [3] haben wir fiir Hilfsobjekt die 
affinen Ubertragungsparameter 4,/, gewdhlt und somit eine Verallgemeinerung 
der linearen. affinen kovarianten Ableitung bekommen. Im folgenden wollen wir 
die kovariante Ableitung der Vektoren bestimmen, wenn fiir Hilfsobjekt ein 
in i,k symmetrischer Tensor gy und seine partiellen Ableitungen 0;g% ge- 
wahlit werden. 

Die kovariante Ableitung der kontra- bzw. koyarianten Vektoren ist 
somit durch die folgenden Forderungen definiert: 


DEFINITION. Die kovariante Ableitung D, eines kontra- bzw. kovarianten 
Vektors & bzw. n; soll den folgenden Forderungen geniigen: 

A) Die kovariante Ableitung D,&' bzw. Dyn: des Vektors 5 bzw. nj soll 
ein gemischter bzw. rein kovarianter Tensor zweiter Stufe sein. 

B) Die kovariante Ableitung D,§ bzw. Dyn soll von &,0x5' bzw. 
Ni, xn: und auferdem vom Hilfsobjekt gi; und von seinen Derivierten 0.8%; 
abhdngig sein, wo gi einen in i,j symmetrischen Tensor darstellt. 

C) Die kovariante Ableitung D,§' bzw. Dyn: soll eine in den Verdnder- 
lichen &, d.&', Ox@iz OZW. Ni, OKNi, OnQy Stetige Funktion sein. In den Verdnder- 
lichen gi; fordern wir dagegen die Stetigkeit nur bei solchen Wertsystemen 


ij» fiir die : 
e Det (gin) #0 
besteht. 


176 A. MOOR 


Wir bemerken noch, daB die kovariante Ableitung fiir 


pe Det (Zix) =(Q 
tiberhaupt nicht definiert sein muB. In den Riemannschen Raumen mit positiv- 
definiter Metrik ist z.B. immer g>0. 

Wird der in i,j symmetrische Tensor gi; als der metrische Grund- 
tensor eines Riemannschen Raumes betrachtet, so ist die durch die Forde- 
rungen A)—C) bestimmte kovariante Ableitung eine Verallgemeinerung der in 
der Theorie der Riemannschen Raume beniitzten metrischen kovarianten 


Ableitung: 

(0. 1) Ve Set aS +058 

bzw. 

{0. 2) Vk nian ni—TI'en;, 

wo 

{0. 3) ri 5a (ign -+- OnLri— OrZix) 


bedeutet und die g’* — wie gewodhnlich — durch die Gleichungen 


(0. 4) 28 =G 
festgelegt sind. 

In § 1 werden wir beweisen, daB aus g;; und 4,g;; im wesentlichen 
nur die durch (0. 3) bestimmten in i, k symmetrischen Ubertragungsparameter 
gebildet werden kénnen. In den Paragraphen 2 und 3 bestimmen wir die 
Form der durch die Forderungen A)—C) festgelegten kovarianten Ableitung; 
weiter werden wir das Problem untersuchen, ob in den Formeln D,& bzw. 
Dx; der kovarianten Ableitung die in den Forderungen A)—C) vorkommen- 
den GriBen immer explizit vorkommen missen, oder die kovariante Ableitung 
von manchen dieser Grdfen unabhangig sein kann. 

Es wird sich zeigen, da§ im kontravarianten Falle in der Formel von 
D,& alle diese Gréfen explizit vorkommen miissen, wahrend im kovarianten 
Falle D,n; nicht alle der GréBen 7:, 2:;, 0.gi; enthalten muB. 


§ 1. Die aus gi; und 64.g;; gebildeten Ubertragungsparameter 


In diesem Paragraphen werden wir zeigen, da aus gi; und @,g,; nur 
die einzigen in i,k symmetrischen Ubertragungsparameter 


(1.1) Fe > 8 (OnBir + Jin — OrZin), (1. 1a) 2 8x = I, 


d.h. die sogenannten Christoffelschen Symbole gebildet werden kénnen. Die 
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Ubertragungsparameter (1.1) spielen — wie wir das in den nachsten Para- 
graphen sehen werden — auch in der allgemeinen kovarianten Ableitung 
eine wesentliche Rolle. Das geometrische Objekt I°;5, ist ein Ubertragungs- 
parameter, wenn bei einer zulassigen Koordinatentransformation 

Re CN es ie 


seine Transformationsformel die Form 


(1. 2) Poe A AAD A + AGA 
mit 
pdet OX? - Fx det 0X" sdet 0x° 
ao ae? Ae ayn | Ae Sar og 
hat. 


Wir beweisen den folgenden 


Satz 1. Sind die in i,k symmetrischen Ubertragungsparameter I°;4, mit 
der Transformationsformel (1.2) Funktionen von ga—=Z0a und @dcZa, sind 
ferner die I;4, in den Verdnderlichen ga und @-8., wo Det(gav) +0 ist, 
stetig’, so haben die I;/, die Form (1.1). 


BewEls. Die Bedingung, da8 namlich die J’, Funktionen von g,, und 
OcLa» Seien, bedeutet, dah J°;%, die Form 


(1. 3) Dy Ftp (2b 5 Occ) 


hat, wo die Funktionen F,, in den @.g.. und in den ga, wo Det(gas) #0 
ist, stetig sind. 

In einem anderen Koordinatensystem x' bekommt man die Komponenten 
T,. dadurch, daB man in die Formel (1.3) statt gi» und 0g, die Kom- 
ponenten So und 472.» substituiert. Es ist somit 


def O 


(1. 4) Pie = Fi Fan (X), 02 Ja (X)), O6~ Saar 


Die Transformationsformel (1.2) der Ubertragungsparameter I, gibt 
somit nach (1.4) und (1. 3) 


(1. 5) Fx ( Zan ’ 06 Lav) i Aj AG AL Fei (Zav ) Ac Lav) + Ai, Al . 
Nun ist die Transformationsformel von ga» 
(1.6) Sav = Ar Ar Sra: 


1 Fiir die Stetigkeit in den g;; vgl. die Forderung C) in der Einleitung, die auch fiir 
Ij, bestehen soll. 


12 Acta Mathematica xii-2 
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Durch partielle Ableitung nach x° bekommt man aus (1.6) 
(1.7) 05 Bas = (Ade Al + APAs4) Bp + AR ALAC OBpe- 


Substituiert man g.» und 0;Z., von den Formeln (1.6) und (1.7) in (1.5), 
so erhalt man ein Funktionalgleichungssystem fiir die unbekannten Funk- 


tionen F;’,. Es ist 
(1.8) (AGUAS Spa, (Aa’e Ad + Aa An's) Spa + Ac Ab A: dB pq) = 
== A; Al Ay F,'t(Zav OeLar) + Ai, Ad. 
(. 8) besteht also in einem Punkte x‘ fiir jedes Wertsystem der S n’(n+ 3) 
Ly ©) 
Veranderlichen A’, A,”.. Die A2 sind auf Grund der Relationen 
(1.9) Ai A; = 6; 
durch die Aj bestimmt. 
Fiir die Veranderlichen. A,”. und Aj nehmen wir jetzt die Werte 


rw : l 
(1: 10) A= 40,, Adv — 8? (00S ar + a Sor — 8r Sar); 


aus dem Funktionalgleichungssystem (1. 8) wird somit 


(1. 11) Fi( Zar," O) = Fox (Zar 5 I-Bu1) — 5 8" (OnBir +45 Lir— Or Zix)- 


Beachten wir jetzt die Transformationsformel (1.5) von F’;,, so zeigt sich, 
daB auf der rechten Seite unserer letzten Gleichung ein Tensor steht. Das 
bedeutet aber, da auch 


Tia) Fi, (Lav , 0) 


einen Tensor bestimmt, der allein von ga, abhangig und in i, k symmetrisch ist. 
Auf Grund des Satzes von S. GotaAs und M. KUCHARZEWSEI (vgl. [6], 
Satz 1)? ist aber 


T;'s (ga) = Fi; (Lar ’ 0) == 0, 


und somit driickt die Relation (1.11) im Hinblick auf (1.3) eben unseren 
Satz 1 aus. 


®,§. die vorangehende Arbeit von Herrn S. Gotas und M. Kucuarzewskt {6}. 
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§ 2. Die kovariante Ableitung der kontravarianten Vektoren 
Fir die kovariante Ableitung des kontravarianten Vektors & ist der 
folgende Satz giiltig: 


SATZ 2. Die den Forderungen A)—C)* geniigende kovariante Ableitung 
D,§ eines kontravarianten Vektors & ist von &, ga» und von 


(2. 1) Tob = ab +158 
abhdngig, wo I,", durch (1.1) und (1. 1a) festgelegt ist. 
BEweEls. Nach den Forderungen A) und B) ist 

(2.2) Dy Fi (E, 008", Lav, DeBus), 


wo die n’ Funktionen F', zusammen einen Tensor bilden, der von &*, @,&", 
Lads OeZar abhdngig ist. In einem anderen Nae alone se x bekommt man 
die Komponenten D,§ dadurch, daB man in F'; statt &°, 4,&°,... die trans- 
formierten Komponenten &", a;&,... substituiert. Es ist also 


Dee 2 FE, a5&", Fav, 02Za0)- 


Da die Ableitung D,& einen gemischten Tensor bildet, so wird wegen (1. 6), 
(1.7) und wegen 


(2. 3) E* == ALE’, 
(2. 4) 058° = At At a6’ — ADA; Ar’. & 
fiir die F*, das Funktionalgleichungssystem 
(2.5) A, Ax F's(E", O08", Lav, OcLav) = 


=F’, (AtE’, At As 01E’ — AG ArAd ee, AZ AS Bq, (Aa’eAS + AG As e)B'pq + At ASA’ GLa) 


bestehen. Die Formel (2.4) haben wir durch die partielle Ableitung nach 
x’ von (2.3) unter Beachtung von (1.9) bekommen. 


Setzen wir nun in die Gleichung (2. 5) 
A, = 0i,, Ase=—Te'e; 


wo I.’ durch (1. 1) bestimmt ist, so bekommt man A; = 0, und 


(2..6) Fs, 005", Lav, AcLar) = Si.(E, Vb > Lad) 
mit . wh: 
(2.6a) SE, T08' ar) = FE’, 08", Zan, 0). 


3 Vgl. die Eimleitung. 
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Aus den Formeln (2. 2) und (2.6) folgt aber, daB 
(2. 7) D,& = §',(&, Vv& » Lad) 


besteht, und das’ driickt eben den Satz 2 aus. 

Die Formel (2.7) der kovarianten Ableitung zeigt, daf in der allge- 
meinsten Form von D,€ die fundamentale kovariante Ableitung \7,&' vor- 
kommt. Es entsteht aber die Frage, ob die Verandertichen ‘&", 90», 0-Zas VON 
der Formel von D,&' nicht hinausfallen kénnen. Im kovarianten Falle, wie 
wir das im nachsten Paragraphen sehen werden, miissen die entsprechenden 
GréBen in der Formel der kovarianten Ableitung nicht alle vorkommen; im 
kontravarianten Falle besteht aber der 


Satz 3. Hdngt die kovariante Ableitung D,& von den a,&" ab, so mup 
sie auch von &, ga und @-La» abhdngen. 


BEwEIs. Erstens werden wir zeigen, da§ die kovariante Ableitung von 
d-2« nicht unabhangig sein kann. Ware ndmlich die kovariante Ableitung 
(2.2) von @-Za» unabhangig, so mite aus (2.5) durch die Substitution 
Aj, = 0x, Ax = 0; Statt (2.6) die Relation 


Dy § = F's(E", O08", av) = F's (E", 0&" — Avs, Zar) 


folgen. A,',6 bestimmt aber n° unabhangige Veranderlichen, da in einem 
Punkte x‘ diese Gréfen beliebig vorgegeben werden kénnen. Das _bedeutet 
0 


aber, daB F', neben 4g.» auch von den @,&" unabhangig ist; D,& ware somit, 
keine kovariante Ableitung. 

Zweitens zeigen wir, daB die. revarante Ableitung D,§' von ga» nicht 
unabhangig sein kann. Widrigenfalls wiirde namlich aus (2.5) durch die 
Substitution A; = 0; die Relation 


Dy§ =F'.(E, O08", Oe8e0) = F'i(E, Ov" — Ar (Aa dE + Ar. 82) Spa AcLar) 


bestehen. Da F', in den 4.4» nach der Forderung C) stetig ist, wird diese 
Gleichung auch fiir g.,—+0 bestehen. Dies ist aber unmdglich, da in diesem 
Falle in der letzten Formel die n? Gréfen x°“'A,°,£" nur auf der rechten 
Seite vorkommen, und durch die Substitution x;— 4,5 die Funktion Fy, 
d. h. die kovariante Ableitung D,& von @,& unabhangig ware. 

Endlich zeigen wir, daB die kovariante Ableitung D,& von & - nicht 
unabhdngig sein kann. Ware das der Fall, so wiirde nach (2.5) durch die 
Substitution Aj = 07, =O und AvranEn®. das Gleichungssystem 


D,& = Fiore" » Lad, Oc Lav) => F,(0s", Lad, 0) 
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* bestehen. Die kovariante Ableitung ware somit auch von 6.2. unabhangig, 
was aber — wie wir das schon gezeigt haben — nicht méglich ist. 

Aus §, 7.6 und gi kénnen schon mehrere kovariante Ableitungen 
gebildet werden. Z. B.: 


DE = VEER on, Dis = TE grb, Dee = 728", E. 


§ 3. Die kovariante Ableitung der kovarianten Vektoren 


Es besteht der folgende 


Satz 4. Die allgemeinste kovariante Ableitung Dyn; eines kovarianten 
Vektors n; — falls die Forderungen A)—C) bestehen — ist von hu} Za, und von 


Loe 1) : V b Ja ae Ao.Nau—La's "Nr 
abhdngig. Die kovariante Ableitung D,; hat also die Form 
(3. 2) Dy Hi= Sx(Ne, VoNa, Lar)> 


wo die n’ Funktionen S;, die Komponenten eines rein kovarianten Tensors 
zweiter Stufe bilden, und den Funktionalgleichungen 
(3. 2a) ATAn Sre(Na; Vo Vay Lav) == Sik (Aon, AG Ad Vr Nt, Ai Avg) 
Geniige leisten. 

Beweis. Aus den Forderungen A)—C) folgt, daB die kovariante Ablei- 
tung D,n; die folgende Form hat; 
(3. 3) Duni= Fix (Qa, O0Na; Lar, Oe Lav) 


Die Funktionen F, bilden nach der Forderung A) einen kovarianten Tensor 


zweiter Stufe. 
Die Transformationsformeln von ™,.und 0,7. sind 


(3. 4) ) Tac Aatrs 
(3. 5) 05 Na = Aa y My + AcArdenr- 


Beachtet man nun, daB einerseits D,7; ein Tensor ist, zweitens, daB die 
transformierten D,7; dadurch entstehen, daf man in die Formel (3.3) 
Nas 06 Na, La UNd GLa einlegt, so bekommt man nach (3. 4), (aso), (i. 0) 


und (1.7) 
(3 6) AlAk Frt(1n9,00 Nay Lad, Ac Lav) i 
ee in (Aa Nr Ass Nr + AlAs Ot Nr» At Ag: (Ace A, — Av cAa) Zt = AA, A, AsLrt): 


182 A. MOOR 


(3.6) muB in den n? GréBen A, und in den =n (n+ 1) GrdBen A,’y 
eine Identitat sein. Fir A? 0), Ace=—Tea wird 
Dx ni = Fix(Nas 00 Nar Lav Oe Lor) = Fix (Hay 7 v Nar Kav» O) 
bestehen. Mit der Bezeichnung 
Six (Mas Jo Nay Bar) 2! Fix (Nar To Na» Sav 0) 


bekommt man eben die Formel (3.1), w.z.b.w.  - 

Durch die Formeln (3. 1) und (3.2) ist also die allgemeinste kovariante 
Ableitung Dx»; eines kovarianten Vektors 7; bestimmt, die den Forderungen 
A)—C) geniigt, falls S;, den Funktionalgleichungen (3. 2a) Geniige leistet. 
In der Formel (3.2) von D,; mtissen aber nicht alle GrdBen ma, A Na, Lady 
d.Zon Vorkommen, wie im kontravarianten Falle. Das Analogon des Satzes 
3 besteht also nicht. Das zeigt sich durch den folgenden 


HILFSSATZ. Aus 6x7: kann der einzige rein kovariante Tensor zweiter Stufe 
(3. 7) tix =C(X) OEM], KM oF (a4 Ni — 4: Nk) 


gebildet werden, wo der Skalar c(x) beliebig gewdhit werden kann. 


BEMERKUNG. Offenbar kann der durch die Formel (3.7) bestimmte Tensor 
als eine kovariante Ableitung von 1; interpretiert werden; in der Formel 
dieser kovarianten Ableitung kommen aber die Gréfen 1, Zon, OcZav nicht 
vor. In unserem Aufsatz [3] im Satz 8 ist die Formel, (3.7) enthalten, nur 
soll dort c: = —c,—c gesetzt werden. 


BEWEIS DES HILFSSATZES. Bilden wir aus 0) 72 einen Tensor zweiter Stufe 
Fix, so bekommt man aus (3.6) das analoge Funktionalgleichungssystem 


A; Ak Fii(0o Na) = Fix(Aan Nr + A Anat yy 
Durch die Substitution A,—= 0}, Aq’s jy = Xov = Xia ergibt sich 
Find» Na) — Fix (Xan + dn Na). 
Nun setzen wir 
(3. 8) Xpq=Xqp—= — iN, ep Noy 8 + (0 Na+ GaN), 


somit wird 


Fi.(dv Na) — tix (dfo Nat)s 
_wo 


tix (Oo Nay) Se Fix # (An Na— Aa n)| 
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einen Tensor bedeutet, der aus 7. gebildet ist. Selbstverstandlich steht in 
der Formel Fj, an der Stelle von 4.7. (nicht summieren auf a) Null. 

Nach der Transformationsformel (3.5) folgt aber unmittelbar, daB p70) 
ein schiefsymmetrischer rein kovarianter Tensor zweiter Stufe ist. Nach dem 
Satz 2 unserer Arbeit [4] hat aber dann ¢, die Form (3.7), w. z. b. w. 

Wir wollen nun das Problem untersuchen, was fiir eine Form die 
kovariante Ableitung D7; haben muB, wenn Dyn; von ma, dN Und 4. Lar 
abhangig ist. Es wird sich zeigen, daB Dx7i von 4-2.» unabhangig sein 
muB. Das zeigt sich im folgenden 


SATz 5. Ist die kovariante Ableitung Dn; von gas unabhdngig, so ist sie 
auch von @-8« unabhdngig und D,n; ist eine Funktion von na und dna. 


Beweis. Das Funktionalgleichungssystem (3.6) wird jetzt durch die 
Substitution Ai = 07, Aas Nr = Xa» —=Xea die Form 
Fix (Mas 00 Nay Oe Lar) = Fix (Nay Xav-+ O0No AaeBro + Ad'eBra + Je Lad) 
haben. Wenn Lav 0, so wird 
F(a, 9b Nay Oe Lav) = Fix(Na Xad + 4d Nay Oc Lav) 


bestehen. g.x,—>O ist jetzt mdglich, da Fy nach der Forderung C) in den 
OcLa» Stetig ist. Durch Substitution (3.8) wird Fx die Form 


(3. 9) D, Ni == Falie, OvNay Oc Lav) baled Six (Na; Of Na); OcLav) 


haben, wo S,, selbstverstandlich einen rein kovarianten Tensor bedeutet. Da - 
[Nay auch ein Tensor ist, wird fiir Sx die folgende Transformationsformel 
bestehen: 

Al Ax Srt(No».0[6Na} Oc Lab) = 

= Six(Arnr, AZAsapnn, (At Ade + Aa Ar’) Bn + AcAvAr ds £1). 

Nehmen wir jetzt fir A; und A,’ die Werte . 

Av=06;, Ass=—TLav, 
so bekommt man 

Six (Na, 0 [ba] > Oe Lav) = Six (ic; 0 [b7a]> 0), 

d.h. Sx ist von @-.. unabhangig. Auf Grund der Formel (3.9) beweist 


das eben den Satz 5. i, 
Die Abhangigkeit von 7. kann nicht eliminiert werden, wie das das Beispiel 


Dy Ni = O KN A—NiNe 
zeigt. ji 


184 A. MOOR 


Nehmen wir jetzt an, daB die kovariante Ableitung D,7; von 7. unab- 
hangig ist, so besteht der folgende 
Satz 6. Ist die kovariante Ableitung Dyn; von nj. unabhdngig, so ist sie 
auch von @.Za unabhdngig und Dyn ist eine Funktion von 0 ima und Zar. 
BEwEls. Durch die Substitution 
; A= 6 Age=t—Tewieese0 
bekommt man aus (3. 6) 
Dy ni= Fix(O0Na, Lav» Ac Lav) = FPaldsta, Lat; 0), 
und das beweist schon die Unabhangigkeit von 6.g... Setzen wir 
Six(O0Na, Lav) 2! Fin(GoNa, Lar, 0), 
so ist 
(3. 10) Dy Ni = Six(OoNa, Lar): 
Da die Funktionen S,;, einen Tensor bestimmen, bekommt man jetzt statt (3. 6) 
Aj Ar Si(d0 Nay Zar) = Six(AcoNr+ A’ Ande Tr» AL Angi). 
Setzen wir nun wieder 
Aa b Nr = Xav = Xva; A = Os 
und nehmen wir damm fiir x., die Werte (3.8), so bekommt man 


Six (00 Nay Lav) = Six (OpoNay, Lav), 
und das beweist nach (3.10) eben den Satz 7. 
Weitere Reduktion der Verdnderlichen ist wieder nicht méglich, wie 
das das Beispiel 
Dini = OK J" I eH 
zeigt. 
Aus den Satzen 5 und 6 folgt der 


SaTZ 7. Kommen in der Formel der kovarianten Ableitung D,7; die 
Gréfen dL.» vor, so mup Dyn; auch von gi, und n. abhdngig sein. 


Bewels. Ware namlich Dxy; von ga, bzw. yj, unabhangig, so wiirden 
nach Satz 5 bzw. Satz 6 in der Formel von D,n; die Grdfen 4.g.» nicht 
vorkommen kénnen, im Widerspruch zu unserer Annahme. 

Es ist ganz offensichtlich, da die Funktionen S, in der Formel (3. 2) 
noch ‘mannigfache, aber nicht ganz beliebige Formen haben kénnen, da ja 
die kontravarianten g*’ durch (1. 1a) allein aus g., bestimmt werden kén- 
nen; aus yi, 7x mi und g” kénnen dann verschiedene rein kovariante Tensoren 
zweiter Stufe gebildet werden, die kovariante Ableitungen darstellen. Die 
Funktionen S, miissen der Gleichung (3. 2a) geniigen. 
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§ 4. Bestimmung der klassischen kovarianten Ableitung 


Die in der Differentialgeometrie beniitzte kovariante Ableitung ist durch 
(2.1) bzw. (3.1) angegeben. Diese kovariante Ableitungen sind in €, a, & 
bzw. in 7, x7: homogen und linear, doch charakterisiert diese Eigenschaft 
diese kovarianten Ableitungen unter den allgemeinsten Typen noch nicht. 
Das zeigt sich durch die Beispiele: 

DE = Te +06: VE, Deni =Ve Ni— CON (c: konst.), 
da 0; einen gemischten Tensor darstellt. 

Um die kovariante Ableitung (2.1) bzw. (3.1) unter der durch die 
Forderungen A)—C) bestimmten allgemeinen kovarianten Ableitung zu cha- 
_ rakterisieren, miissen wir noch weitere Forderungen stellen (vgl. [5], § 7 und § 8). 

Um die in den Riemannschen Raumen beniitzte kovariante Ableitung 
(2.1) unter den allgemeinen kovarianten Ableitungen zu charakterisieren, 
stellen wir die folgenden Forderungen: 

1. D,&' soll in den 0,& und § homogen linear sein. 

2. Ist &—=0O und ax E =x, in einem beliebigen Punkte x, so soll 
D,§ =x, sein, wo die x, n° beliebige Gripen bedeuten. 

3. Der Koeffizient A; von & soll bei der homogen linearen Ubertragung 
in i, k symmetrisch sein. 

Aus dem Satz 2 folgt nach der ere 1, daB D,&' die Form 


(4. 1) Dif = ch 58 Hee 


haben muB, wo ci: und c;, von ga abhangig sind. Aus der Forderung 2 
folgt auf Grund der Formel (2. 1), dab 


(4. 2) chi x} = Xk 

besteht. Aus (4.1) und (4. 2) folgt, daB D,& die Form 
(4. 3) . Dx &' = 045! + Aj & 

hat, wo nach (2. 1) 

(4. 4) Aji, 2 Dj + 65's (Lar) 


ist. Auf Grund des Satzes 1 ist aber c;‘,=0; aus (4.3) und (4 4) folgt 
dann, daB D,&' eben die Form (2. 1) hat. 

Auf Grund der Forderungen 1—3 ist es also méglich, die in der Rie- 
mannschen Geometrie beniitzte kovariante Ableitung (2.1) von der allgemei- 
nen, durch die Forderungen A)—C) definierten kovarianten Ableitung zu 
-bestimmen. Jetzt zeigt sich auch die Wichtigkeit des Satzes 1. Der Satz 1 
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ermdglicht namlich die explizite Bestimmung der kovarianten Ableitung der 
Riemannschen Geometrie, ohne die Forderung der Bedingung 


(4. 5) Vi2eG=—0, 

die sonst bei der Herleitung der Ubertragungsparameter J’, tiblich ist. (Vgl. 
[5], § 8, S. 83—89.) (4.5) driickt aus, daB die kovariante Ableitung metrisch 
ist. Diese Resultate konnen wir im folgenden Satz zusammenfassen: 


Satz 8. Die kovariante Ableitung der Riemannschen Geometrie, die den 
Forderungen A)—C) und 1—3 geniigt, ist durch (2.1) bestimmt. 


Die Forderungen 1, 2 sind offenbar notwendig, 3 ist aber méglicher- 
weise eliminierbar. Dazu miiBte von dem Satz 1 die Bedingung der Sym-- 
metrie von J’, in i,k eliminiert werden. 

Zum SchluB bemerken wir noch, da die Forderungen 1—3 die klassi- 
sche kovariante Ableitung auch fiir die kovarianten Vektoren charakterisieren, 
wenn in 1—3 statt & der kovariante Vektor 7; gesetzt wird. Statt (4.1) kann 
nach der Forderung 1 fiir D7: 


. 
Dani = Ch 75 Ne—Ci’ x Nj 


gesetzt werden, und ebenso wie bei den kontravarianten Vektoren erhalt man 
nach der Forderung 2 die der Gleichung (4.3) entsprechende Formel 


(4. 6) Dini = 0x Hi — Ai Ny, 


wo fiir 4;/, wieder die Relation (4. 4) giiltig ist. Da auch jetzt c:/,=0 ist, 
geht (4.6) auf Grund von (4.4) in die Formel (3.1) der klassischen kova- 
rianten Ableitung der kovarianten Vektoren iiber. 


(Eingegangen am 3. November 1959.) 
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UBER DIE GEOMETRISCHE ANWENDUNG 
EINES DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS 


Von 
L. TAMASSY (Debrecen) 
(Vorgelegt von O. Vara) 


Einleitung 


Fiir die Aquivalenz affinzusammenhangender Punktriume ist das Kri- 
terium wohlbekannt, welches mit Hilfe des Transformationsgesetzes der 
Kriimmungs- und Torsionstensoren, und deren kovarianter Ableitungen aus- 
gedriickt wird.’ Dieses Kriterium ist lediglich die Bedingung der Lésbarkeit 
des Differentialgleichungssystems, welches das Transformationsgesetz der 
Ubertragungskoeffizienten ausdriickt. Im § 1 werden wir zeigen, daB die 
Erfiillung des erwahnten Kriteriums nicht in jedem Falle eine solche Aqui- 
valenz sichert, bei welcher die Punkte der zwei Raume ein-eindeutig einander 
zugeordnet sind. Der Grund dafiir ist, daB iiber dem Lésungssystem des das 
Transformationsgesetz der Ubertragungskoeffizienten ausdrtickenden Differen- 
tialgleichungssystems die Umkehrbarkeit nicht in jedem Falle gesichert ist. 
Solche Raume (fiir welche wir im § 1 Beispiele geben) werden in der Lite- 
ratur nicht als 4quivalent betrachtet.? Im § 2 zeigen wir, falls in der Lésung 
des Differentialgleichungssystems,, welches das Transformationsgesetz der 
Ubertragungskoeffizienten ausdriickt, die Zahl der Parameter geniigend grob 
ist — was ohne Kenntnis der Lésungen leicht zu bestimmen ist? — dies schon 
fiir die Aquivalenz hinreichend ist. Endlich geben wir im § 3 eine not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Aquivalenz von affinzusammen- 
hangenden Raumen an. 

§ 1 
Ein wohlbekannter Satz [4] von J. M. THoMAs und O. VEBLEN gibt 


eine notwendige und hinreichende Bedingung ftir die Lésbarkeit des ge- 
een Systems der Form 


00° qimetts ort 
(1) 2) ax’ ee a) oeiiedege a4 ; 
b) Fe, X)=0 (gedinozen'S) 


1 Siehe z. B. [3], S. 205; [1], S. 76; oder [5], Chap. V, § 9. 
2 Siehe [6], Chap. Il, § 1, fiinfter Absatz. 
3 Siehe [1], S. 16. 
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Dieses Kriterium ist bei Untersuchungen der Aquivalenz von differentialgeo- 
metrischen Raumen auf die folgende Weise sehr gut zu verwenden. Es seien 
in zwei verschiedenen Koordinatensystemen zwei gleichartige differentialgeo- 
metrische Raume gegeben mit den die Struktur des Raumes bestimmenden 
geometrischen Objekten und mit den Transformationsgesetzen, nach welchen 
sich diese geometrischen Objekte bei einer Koordinatentransformation trans- 
formieren. Die zwei Raume sind definitionsgema48 dann dquivalent, wenn es 
eine solche umkehrbare*’ Koordinatentransformation gibt, vermége der die 
die Struktur des Raumes bestimmenden geometrischen Objekte ineinander 
iibergehen. Wir kénnen die Transformationsgesetze dieser geometrischen 
Objekte, oder irgendeine passend umgestaltete Form derselben als ein Diffe- 
_ rentialgleichungssystem ansehen, in welchem die Komponenten, die in den 
auf verschiedene Koordinatensysteme bezogenen Raumen gegebenen Objekte 
als bekannte Funktionen auftreten, und die Unbekannten die transformations- 
bestimmenden Funktionen sind. Kann man dieses Differentialgleichungssystem 
auf die Form (1) bringen, so ist die Bedingung der Lésbarkeit mit Hilfe des 
obigen Kriteriums ausdriickbar. Die Lésbarkeit sichert aber (in sich selbst) 
von vornherein noch nicht die Umkehrbarkeit der Lésungsfunktionen. In diesem 
Falle existiert aber die zu der Aquivalenz erforderliche umkehrbare Trans- 
formation nicht. 

In vielen Fallen — wie mich Prof. O. VARGA aufmerksam machte — 
folgt die Umkehrbarkeit der die Abbildung beschreibenden Funktionen sofort 
aus der Lésbarkeit des gemischten Systems. So folgt z.B. bei Raumen, in 
welchen es einen metrischen Grundtensor zweiter Stufe gibt, aus der Gleichung 


a ex ee 
Lix = Lrs ax ax* , 


die zu der Gleichungsgruppe (1, b) gehdrt, die Gleichung 


freaks 


’ 


a 
ax 
was wegen der Regularitaét der aus den Grundtensoren gebildeten quadra- 
tischen Matrizen nur dann mdglich ist, wenn 2x|40 ist, d.h. wenn das 


Funktionensystem x' = x'(x) umkehrbar ist. 

Uin zu beweisen, da®B aber die in der Lésung vorkommenden, die 
Abbildung des einen Koordinatensystems auf das andere beschreibenden 
Funktionen nicht notwendig ein umkehrbares System bilden, betrachten wir 
das folgende einfache Beispiel. Wir nehmen zwei zweidimensionale affin- 


4 Siehe [6], Chap. Il, § 1. 
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zusammenhdngende Punktréume. Der erste sei auf das Koordinatensystem 
(x, y); der andere auf das Koordinatensystem (x, y) bezogen. Wir betrachten 
zwischen den zwei Raumen die Abbildung 


(2) AAs Vor tH: 
Diese Zuordnung bildet die Punkte des Raumes (x,y) auf die Gerade 
(3) y=x 


des Raumes (x,y) ab. Das Transformationsgesetz der Ubertragungskoeffi- 
zienten hat die Form 


(4) ry. =T,, az seo eB ie os 

. 7 ax’ axe axt ' axraxe ax 
oder 

a ax? ax* ae Pe ies 
5 Dyk (xX) = <> = Fy Hein seed 
( ) 1 7k ) ax? axe b (x) axe ax’axe , 


Geben wir jetzt die I” so an, daB sie langs (3) Konstanten sind, und dort 
die Bedingungen J7;',=I,';=T,'; erfiillen, wahrend sie an anderen Stellen 
asymmetrisch sind. Man kann leicht sehen, daB (5) langs (3) fiir die J” eine 
Lésung besitzt. Wir wahlen die /’ im ganzen Raum gleich diesen Konstanten. 
So bestimmen wir zwei affinzusammenhangende Raume, die nicht A4quivalent 
‘sind, weil in dem ersten Raum das Objekt des Zusammenhanges symmetrisch 
ist, wahrend der andere Raum kein zweidimensionales Gebiet besitzt, wo das 
Objekt. des Zusammenhanges symmetrisch ware. Das Differentialgleichungs- 
system (5) ist jedoch lésbar, weil ja die Funktionen (2) bei den oben be- 
schriebenen I” und J das Differentialgleichungssystem (5) in eine Identitat 
in x und y verwandeln. Im § 2 werden wir ein Beispiel erértern, das gleich- 
zeitig auch ein Beispiel fiir den Fall bedeutet, wo die beiden Raume ohne 
Torsion sind, der erste iiberall verschwindende, der zweite iiberall nicht- 
verschwindende Kriimmung hat, und das Differentialgleichungssystem (5) 
doch lésbar ist. © 

So gibt die Erfiillung des Kriteriums von THOMAS und VEBLEN im Falle 
des auf die Gestalt (1) gebrachten Differentialgleichungssystems (5) nur eine 
notwendige, aber in sich selbst nicht immer hinreichende Bedingung fir die 
- Aquivalenz. | ; 

Wir bemerken, daB das urspriingliche Transformationsgesetz der I” (4) 
ist. Dies ist aber bei gegebenem J’ und I” fiir das Funktionensystem x' = x'(x) 
kein Differentialgleichungssystem, weil in dies nicht nur die unbekannten 
Funktionen und deren partielle Ableitungen, sondern auch die partiellen Ablei- 
tungen der Inversen des gesuchten Funktionensystems eingehen. So ist der 
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Ubergang auf die Form (5) notwendig. (4) ist wirklich mit (5) beztiglich der 
umkehrbaren Transformationen Aquivalent, weil in einem solchen Falle aus 
(4) (5) folgt, und umgekehrt. Jetzt wissen wir aber noch nicht, ob es Funk- 
tionen gibt, die eine solche Transformation zustande bringen. Wir miissen 
daher bei dem Ubergang die Existenz solcher Funktionen (stillschweigend) 
voraussetzen, genauer, der Ubergang ist nur dann erlaubt, wenn die Existenz 
solcher Funktionen mindestens nachtraglich bewiesen wird. 


§ 2 


Nunmehr wollen wir untersuchen, wie man die mit Hilfe des Thomas— 
Veblenschen Kriteriums beschriebene notwendige Bedingung der Aquivalenz 
im -Falle n-dimensionaler affinzusammenhangender Punktrdume mit hin- 
reichenden Bedingungen erganzen kann. 

Das auf die Form (§ 1, (1)) gebrachte Differentialgleichungssystem(§ 1, 
(5)) hat die Gestalt 


a 
(1) 
SATs s(x)uh Rak (R)—Ts. Ru. 
Die Liésung desselben hat die Form 
A) je Xi a= X°(X, C), 
7h) ui, = ui, 0), 


wo c die in der Lésung auftretenden Parameter bezeichnet. Eine hinreichende 
Bedingung der Aquivalenz ist neben’ der Lésbarkeit von (1), daB das die 
Transformation beschreibende Funktionensystem (2, a) in jedem Punkt x, min- 
destens fiir ein Wertsystem Cy umkehrbar ist, d.h. die Determinante 


(3) | lui, (Xo, c)| 


in c nicht identisch verschwindet. Ist die Lésung (2) schon bekannt, so ist 
es sehr leicht zu entscheiden, ob ein solches Wertsystem fiir die Parameter 
existiert oder nicht. Wir méchten aber eine solche Bedingung finden, welche 
die Aquivalenz ohne auch Kenntnis der Lésung von (1) sichert. 

Wir erhalten die Lésung der in (1) vorkommenden n?+-n unbekannten 
Funktionen folgendermagen:° Wir bilden die Integrabilitatsbedingungen von 
(1), dann differenzieren wir diese nach x, und wir substituieren die Werte 


® Siche [2], § 1. 
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von (1) in den gewonnenen Ausdruck. Wir wiederholen diesen ProzeB, bis 
die mit diesem Verfahren gebildeten neuen Ausdriicke mit Riicksicht auf die 
Vorangehenden lauter Identitaten geben. Unter diesen Gleichungen gibt es p 
unabhangige. Aus diesen Gleichungen kann man nun die iibrigen unbekannten 
Funktionen mit diesen ¢ Funktionen ausdriicken. Die Lésungen fiir diese 
letzteren p unbekannten Funktionen erhalten wir aus einem vollstandig integ- 
rablen Differentialgleichungssystem, z.B. in der Form einer Potenzreihe in der 
Umgebung von xX). So enthalt jede dieser Funktionen eine frei wahlbare 
Konstante, die der Wert der Lésungsfunktion im Punkte x, ist. So enthalten 
diese Funktionen insgesamt p Konstanten c',c’,...,c?. Diese Funktionen sollen 
weiterhin ,,frei wahlbar~ genannt werden. Die weitere n?+n—p Funktionen 
‘sind durch die schon gelésten Funktionen ausgedriickt. Man kann erwarten, 
daB im Falle einer geniigend grofien Anzahl der Parameter sich immer ein 
solches c, finden laBt, fiir welches (3) nicht. verschwindet. 

Wir zeigen, daB es fiir. p—n’+n—(n—1)—n°+1 noch immer ein 
solches c, gibt, fiir welches (3) nicht verschwindet. — Gem4&f unserer Be- 
dingung ist die Nummer der Parameter, und so die Anzahl der frei wahl- 
‘baren+Funktionen héchstens um n—1L. kleiner als die Gesamtanzahl der Funk- 
tionen. So kommen unter den Elementen der Determinante (3) héchstens 
n—1 solche vor, die nicht frei wahlbare Funktionen sind. Diese Determi- 
nante besitzt also mindestens eine Reihe, welche aus lauter frei wahibaren 
Funktionen besteht. Wir wdhlen eine solche Reihe. Wir wahlen die Kon- 
stanten, also die in x, angenommenen Werte sdmtlicher in dieser Reihe 
stehenden Funktionen gleich Null, mit Ausnahme eines einzigen Funktionen- 
wertes, in deren Kolumne auch eine von den frei wahibaren verschiedene Funktion 
steht. Der Wert dieser Funktion in X, sei gleich 1. Entwickeln wir die Deter- 
minante (3) nach dieser Reihe, so erhalten wir eine einzige Determinante _ 
vom Rang n—1, die mit (3) bis auf das Vorzeichen gleichen Wert besitzt. 
In dieser Determinante‘-vom Rang n—1 befinden sich héchstens n—2 solche 
Elemente, die nicht frei wahlbare Funktionen sind, weil es in (3) héchstens 
n—1 solche gab, und weil sich in der weggelassenen Kolumne mindestens eine 
solche befindet. So ist diese Determinante vom 4hnlichen Typus wie die 
vorangehende, so daB sich das Vehrfahren wiederholen 146t. Wir gelangen mit — 
dem letzten Schritt dieses Verfahrens offensichtlich zu einer Determinante vom 
Rang 1, deren einziges Element eine frei wahlbare Funktion ist. Also labt 
sich fiir den obenerwadhnten Wert von p tatsdchlich ein solches c, finden, 
fiir welches (3) nicht verschwindet.. So erhalten wir den folgenden 

SATz 1. Fiir die Aquivalenz zweier affinzusammenhdngender Rdume ist 
es hinreichend, wenn das Differentialgleichungssystem (1) lésbar ist, und in der 
Lésung mehr als n°. unabhdngige Parameter vorkommen. . 
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Ist p nicht grdBer als n®, z.B. p=n’, so ist in (3) lediglich die Exi- 
stenz von n?—n frei wahlbarer Funktionen gesichert. Falls die iibrigbleibenden 
n Funktionen von (3) sich in derselben Zeile befinden, unc diese Zeile eine 
lineare Kombination der Ubrigen ist, so verschwindet (3) identisch. 

Das dies wirklich vorkommen kann, beweisen wir mit einem neuen 
Beispiel. — Die Ubertragungskoeffizienten des zweidimensionalen Raumes 
(x', x") seien 17;'.(x)=1, und diejenigen des Raumes (<4) 


D':(0) = 24,. Lin@)=0, 1) se, eh lee 
Pe i @=s, PAn= a, Ty'2(x) =0, Io°2(x) = 28 


(wo @ und # nichtverschwindende Konstanten sind). Bilden wir mit diesen 
Ir und TF die Integrabilitétsbedingungen von (1), welche durch das Trans- 
formationsgesetz des Kriimmungstensors ausgedriickt werden, so finden wir 
mit Riicksicht auf das Verschwinden der Kriimmung des Raumes x, daB es 
unter diesen Gleichungen zwei unabhdngige gibt, welche auch vertraglich . 
sind: 


(4) g 


1 1 

Gage O (iit; 2): 

Differenzieren wir diese Gleichungen nach x’, ‘so erhalten wir mit Riicksicht 
auf (1) und (4) Identitaten. Daher ist das Differentialgleichungssystem (1) 
lésbar. Die Zahl der unabhangigen Gleichungen ist 2, daher ist die Zahl der 
in der Lésung vorkommenden Parameter 6—2— 4, was um eins kleiner als 
n’+-1 ist. Die diesem Falle entsprechenden Funktionen (2, a) kénnen nirgends 
und fiir keinen Wert der vier Parameter ein umkehrbares System bilden, d.h. 
die Determinante (3) muf fiir jeden Wert von c und xX verschwinden. Sonst 
waren ndmlich die zwei Raume oder einige Teile derselben Aquivalent, was in — 
Widerspruch zu der Tatsache steht, daB die Kriimmung des Raumes x Null ~ 
ist, wahrend die Kriimmung des Raumes xX nicht yerschwindet.® Daher ist 
zwar zur Aquivalenz im allgemeinen keine fiir die Anzahl der Parameter auf- 
erlegte Bedingung notwendig, doch gilt der folgende 


SATZ 2. Die im vorangehenden Satz festgestellte Anzahl n° stellt den 
niedrigsten Wert dar, fiir welche die Aquivalenz zusammen mit der Lisbarkeit 
von (1) immer (d.h. fiir jede Dimensionszahl n) gesichert ist. 


Es ist wahrscheinlich, daf® no auch fir jede spezielle Wahl n—n, der 
kleinste Wert ist. 


® Dies bedeutet gleichzeitig ein Beispiel fiir solche, in § 1 erwinhte Riume, welche 
ohne Torsion sind, wobei die Kriimmung der ersten Raumes iiberall, diejenige des zweiten 
nirgends verschwindet, und das. Differentialgleichungssystem (1) dennoch ldsbar ist. 
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§ 3 


SATZ 3. Fiir die Aquivalenz der affinzusammenhdngenden Rdume I(x) 
und I(x) ist es notwendig und hinreichend, dap das aus den Differential- 
gleichungen 

ax’ a 
a, I) ax = PAX), 


02" 


Daoist s me 
(1) 
api eee F = = 
a, MW) Ee = Te RpR)— Li s(%) Pi) PI, 
0 a na i a 
b, MI) Fa = —Pv'(2)a%(y)g2(0) + Le’ 9) 420) 
und aus den skalaren Gleichungen 
(2) x'(z(y))=y' 


bestehende gemischte System eine Lésung besitze. 


Zunachst ist Satz 3 hinreichend. Existiert namlich ein (1) und (2) be- 
friedigendes Funktionensystem 


(3) x(x), z(y), px), 499), 
so ergibt sich durch Differentiation von (2) 1% Bee =06;, dh. 
ax ay’ .- 
(4) Pr (2(y)) gi (9) = 4}. 
Daher ist 
Pr|\qj|=1, 
d.h. 
|p| £0, 
und dies bedeutet, dah die Lésung 
(5) x a= X°(X) 


umkehrbar ist. Dies ist wegen (1, a) eine Lésung von (§ 1, (5)), und wegen 
der Umkehrbarkeit auch von (§ 1, (4)). 

Wir zeigen, daB die Bedingung des Satzes auch notwendig ist, d. h. 
wenn I(x) und J°(x) Aquivalent sind, so existiert ein (1) und (2) befriedi- 
gendes Funktionensystem (3). Seien namlich I(x) und J’(x) Aquivalent. Dann 


13. Acta Mathematica XI/1—2 
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existiert nach der Bedeutung der Aquivalenz das Funktionensystem (5), wel- 
ches (§ 1, (4)), (§ 1, (5)), und daher auch (1, a) befriedigt. (1, a) muB also in 
diesem Falle giiltig sein. Seien die 2‘ die mit x'—x‘(x) bezeichneten Inversen 
der jetzt nach unserer Annahme existierenden umkehrbaren Funktionen (5) 
(die Veranderlichen der z‘ bezeichnen wir mit y), und die gj seien ihre par- 
tiellen Derivierten. Daher besteht (2) offensichtlich identisch. Da hier die x 
und z zueinander invers sind, so besteht (4), und auch 

(6) gi(x(X)) p? (x) = 4s. 

Daher ergibt sich aber (1, b, II) aus (4) durch partielle Ableitung mit Riick- 
sicht auf (1, a, II) und (6). Es muB daher in diesem Falle auch (1, b) bestehen, 

(1) sichert lediglich, daB nicht nur ein solches Funktionensystem exi- 
stieren mu, welches den Raum x auf dem Raum x abbildet (vorlaufig nicht 
ein-eindeutigerweise, sondern vielleicht nur eindeutigerweise), und welches 
natiirlich die /\(x) nach dem gegebenen Gesetz in die /'(x) der entsprechenden 
Punkte x transformiert — dies ist durch (1, a) gesichert —; sondern auch 
ein Funktionensystem (welches vorlaufig wieder nicht notwendigerweise ein- 
eindeutig, sondern nur eindeutig sein kénnte), welches eine Abbildung in 
der umgekehrten Richtung mit ahnlichen Eigenschaften zustande bringt — 
dies ist durch (1, b) gesichert. Wegen (2) miissen aber diese Funktionen- 
systeme zueinander invers sein, d.h. es miissen die beiden Funktionensy- 
steme dieselbe ein-eindeutige Abbildung zustande bringen. 

Endlich driicken wir die Bedingung der Aquivalenz mit Hilfe der Kriim- 
mungs- und Torsionstensoren aus. Wir wenden auf das gemischte System 
(1), (2) das im § 1 erwadhnte Kriterium von THOMAS und VEBLEN an. Hier 
spielen die Funktionen (3) die Rolle des @ von (§ 1,(1)) und an Stelle von 
x treten die x und y. Wir bilden die Integrabilitatsbedingungen von (1) und 
die partiellen Ableitungen von (2). Fiir die Integrabilitétsbedingungen von 
(1, a, I) ergibt sich mit Hilfe von (1, a, II) 


(7, a, 1) So(X) P(X) = Sje(x) pd (X) p: (X), 


wo S der Torsionstensor ist. Die Integrabilitétsbedingungen von (1, b, I) sind 
mit Riicksicht auf (1, b, II) 


(7, b, I) Sez) q(y) gay) = Sa‘ ey) Qi (9). 
Diejenigen von (1, a, II) und (1, b, Il) sind ahnlicherweise 
(7, a, Il) Rvea(X) Pa(%) = R'na(x) pi (X) pi (X) p(X), 
und 


(7, b, Il) R vwa(2)95 (Y) Qe(V) Qt (Y) = Ry) Qi (y). 
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Die weiteren Ableitungen driicken mit Riicksicht auf (1) und (7) das tenso- 
rielle Transformationsgesetz der kovarianten Derivierten der Kriimmungs- 
und Torsionstensoren in dualer Weise aus, 4hnlich wie es bei (7) geschah. 

Die Ableitungen von (2) sind (4), die fiir p und q, als fiir selbstandige 
unbekannte Funktionen neue Relationen sind. Die Derivierte von (4) gibt 
aber schon keine neue Relation, sondern reduziert sich auf (1, b, II). Aus (2) 
folgt namlich 


(8) z"(x(z(y))) = 24(y), 
und durch Ableitung von (8) nach z’(y) erhalten wir gema® (1,1) und (2) 
(9) gv (¥) pe (z(3)) = 0°. 


Daher reduziert sich die Ableitung von (4) mit Hilfe von (9) und (1, a, II) 
auf (1, b, II). Wir bezeichnen die Gleichungen, die das tensorielle Transfor- 
mationsgesetz der k-ten kovarianten Ableitungen der Kriimmungs- und Tor- 
sionstensoren in einer zu (7) 4hnlichen dualen Form ausdriicken, kurz mit 
F; =0 (A=1,2,..., NM). Dann gilt der 


Satz 4. Fiir die Aquivalenz der Riume I(x) und I(x) ist die Existenz 
einer natiirlichen Zahl N notwendig und hinreichend, fiir welche die Gleichungen 
(2), (4), (7), Fii'=0, Fs =0,..., Fv =0 ein vertrigliches System bilden, und 
fiir welche die Fys,;==0 Folgerungen der vorangehenden Gleichungen sind. 


(Eingegangen am 5. November 1959.) 
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UBER DIE ZERLEGBARKEIT VON FINSLERSCHEN RAUMEN 


Von 
O. VARGA (Budapest), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


Fiir die Riemannsche Geometrie sind die Kriterien fiir die Darstellung 
eines n-dimensionalen Riemannschen Raumes als Produkt zweier r- bzw. 
n—r-dimensionaler Riemannscher Raume wohl bekannt.’ Beschrankt man sich 
auf lokale Untersuchungen, dann ist die erwahnte Zerfallung gleichbedeutend 
a) mit der Existenz eines unbeschrankt parallelverschiebbaren r-dimensionalen 
Vektorraumes, b) mit der Existenz eines kovarianten symmetrischen positiv 
semidefiniten Tensors zweiter Stufe, dessen invariantes Differential identisch 
verschwindet, c) mit der Existenz einer reduziblen Holonomiegruppe. 

Aus unseren Darlegungen wird hervorgehen, daf in der Finslerschen 
Geometrie die Existenz unbeschrankt parallelverschiebbarer r-dimensionaler 
Vektorraume V, keineswegs die Moglichkeit der Zerlegbarkeit nach sich zieht. 
Es wird sich herausstellen, daf fiir die Existenz von absolut parallelverschieb- 
baren Vektorrdumen V,, das Vorhandensein eines kovarianten positiv semi- 
definiten symmetrischen Tensors zweiter Stufe mit identisch verschwindendem 
invariantem Differential eine notwendige und hinreichende Bedingung ist, zu 
der noch zwei weitere Bedingungen hinzukommen, die dann zusammen not- 
wendig und hinreichend fiir die Produktdarstellung des F, sind. 

Die Reduzibilitat der einem Linienelement angehdérenden Holonomiegruppe 
ist, wie im Falle der Riemannschen Geometrie, Aquivalent mit der Existenz 
von absolut parallelverschiebbaren Vektorrdumen, falls die Lange eines Kur- 
venbogens nur von dem Bogen selbst, hingegen nicht von seiner Orientie- 
rung abhdngt. 

Unsere Ausfiihrungen sind von lokalem Charakter. Wir setzen stets die 
Existenz eines lokalen Koordinatensystems (x‘, ’) voraus, fiir welches sdmt- 
liche auftretende GroBen hinreichend oft differenzierbar sind. 

Wir beginnen mit folgender 

DEFINITION. Der n-dimensionale Finslersche Raum F, mit der Grund- 
funktion L(x, v) werde als Produktraum eines r- bzw. (n—r)-dimensionalen F, 


1 Vgl. J. A. Scuouten, Ricci-Calculus, 2 Auflage (Berlin—Géttingen—Heidelberg, 1954), 
insbes. S. 285—287, wo auch weitere Literaturangaben zu finden sind. 
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bzw. F,-, betrachtet, falls es zwei Grundfunktionen L,(x',...,X"; v',..., v’) 
bzw. Lg (x88) 55 XS 10 «ong OD IOG faaate 

=Li+L 
gilt, und 


L,(xe,0)=0, L,(x?’,0)=0 
besteht. 

Der Indexbereich der Zahlen von 1 bis r sei mit griechischen Buch- 
staben und einem dariiber gesetzten Strich, derjenige der Zahlen von r+1 
bis n mit griechischen Buchstaben mit zwei dariiber gesetzten Strichen be- 
zeichnet. 

Wie in der Riemannschen Geometrie, zerfallen die Komponenten irgend- 
einer GréBe des F, in zwei Gruppen, namlich Komponenten mit einmal 
und Komponenten mit zweimal gestrichenen Indizes. Natiirlich werden dabei 
nur solche Koordinatentransformationen zugelassen, die die einmal bzw. zwei- 
mal gestrichenen Koordinaten getrennt ineinander tiberfiihren. 

Ein orthonormiertes n-Bein von Vektoren bestehe aus r Vektoren des 


F, und n—r Vektoren des F,_,. Werden dieselben mit e bzw. &° bezeich- 
(0) 
net, so gilt fiir die beiden Komponentengruppen des heniechen Fundamental- 


tensors 
ny’ = Fo" ey koe ——s' 5" 
nw’) 


Sn 
(wy (n’) ( uw’) 


Gar 
In F, bestimmt der Tensor pj,, fiir den 

Pow = Bex, Pox =0 
gilt, einen r-dimensionalen Vektorraum V,, und entsprechend definiert der 
Tensor pix, fiir den 

Do'w’ sxe (), Dox’ = Lo''x'! 
gilt, einen (n—r)-dimensionalen Vektorraum V,-,, der zu V, im Sinne der 
Raummetrik orthogonal ist. Wegen des Ricci-Lemmas ist 
(1) Dpix= 0, 
(1a) D pis = 
Betrachten wir zwei solche Vektorfelder ee und 7° des F,, die Vektorfelder 
des F, sind, dann wird das Feld &°, das durch Lee des Kommutators 

0’ 
ir an? zo" 


= [En] on ax” axe” > 


entsteht, ebenfalls ein Feld des V, sein. Entsprechendes gilt fiir den Kom- 
mutator zweier Vektorfelder des F,.,. Wir werden diesen Tatbestand als 
Abgeschlossenheit der Kommutatorbildung hinsichtlich V, bzw. V,,., bezeichnen. 
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_ Insbesondere gilt also 


(2) [ E E \" —— Che’ e* 
(e) (o’) (u’) 
(3) [eve eee r 
(0"’) (o"’) (u'’) 


Aus (1) und (2) folgt, daB a) die Existenz eines positiv semidefiniten 
Tensors zweiter Stufe pj, vom Range r mit verschwindendem invariantem 
Differential, b) die Abgeschlossenheit der Kommutatorbildung hinsichtlich des 
durch pi bestimmten V, sowie seines Normalraumes V,_, notwendige Be- 
_dingungen fiir die Produktdarstellung des F, sind. 

Wir zeigen nun, dai diese Bedingungen auch hinreichend sind. Es sei 
also ein F, gegeben, fiir den pj, ein symmetrisches, positiv semidefinites 
_ Tensorfeld vom Rang r sei, fiir das (1) gilt. 


Sind & r orthonormierte Vektoren, die den durch p bestimmten V, 
(¢’) ; 
aufspannen, so daB also 


== 67'S) 


(e’) (e’) 


besteht, so mdge fiir diese Vektoren die Abgeschlossenheitsbedingung (2) 
gelten: 


(2’) [é Scars 


(o’) ’) (’) 
Der Normalraum V,-, von V, werde durch die Vektoren iy aufgespannt, 


die zusammen mit den 5 ein orthonormiertes r-Bein bilden. Wir fordern fiir 
die Vektoren des V,_, die Abgeschlossenheitsbedingung (3), d. h. 
(3’) [5 El cern & 
(0”’) (uw 
Da 
A 3 Ei +6; by =D + Dik 
(@ 


) (0) aes (e’) 


ist, folgt aus (1), daB auch 


(4) Dpi= 
Aus (2’) und (3’) folgt, dab 
: ore 
©) Le AX" (o’) 
oF 


(6) ax Gy 
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vollstandige Systeme bilden. (6) hat daher r unabhangige Loésungen x',..., x", 
und die unabhangigen Losungen von (5) mégen mit x"*!,..., x" bezeichnet 
werden. 

Danttr dies, 


gilt, konnen wir die X' als neue Veranderliche-in F, einfiihren. Wegen (5) 


und (6) erhalt man dann fiir 
() 


(7) Ee" EQ), 
(e’) (¢) 
Hieraus folgt sofort, daf 
(8) Fee oad od oh tr SAM) 
(u’) (He) (H"”) 
und hieraus weiter 


(9) : Loo = 0. 
Aus (1) folgt fiir die Vektoren & von V, 
(e’) 
(10) DF = Co'a’ =f 


(9’) (o’) 
und entsprechend 


(10’) DE see Ee 


1e"’) (7) 
Auf Grund von (1) kommt, wenn man die durch 


~ D&=¢¥, iron + End! 
i’) (e’) 


definierten beiden kovarianten Ableitungen einfiihrt,? 


(11) B= Rie & 
(12) En rhe 


Beachtet man den expliziten Ausdruck 


g& 
(13) EL aE Ft Ain & 


(0’) (e') 
der linken Seite von (11) und ie zu den Koordinaten x’ tiber und wahit 


* Vgl. E. Cartan, Les espaces de Finsler, Actualités scientifiques et industrielles (Pa- 
ris, 1934), S. 17—19. 
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den freien Index i aus dem Indexgebiet 0”, so kommt wegen (11) und (13) 


(14) - AC a0, 

und daher 

(14) Agwe’ == 0). 
Entsprechend findet man 

(15) Agu'e’ =O, 


Die Gleichungen (14) und (15) besagen, daB gy nur von ?,..., 0 
und entsprechend g,”,” nur von v’+!,..., " abhangen. 
Demnach gilt 
(a) ees er, on) (Xe Sp on Pe 
LAX ey Loy Uo ta ta D” Ds 
Aus den Gleichungen (12) erhalt man wegen 
gf eget 


te sed. else 58 enya ie 
FAL ax* av’ k a im & 


@) 

und (7) 

eee 1 ie 
d. h. ad hi 
(16) Pie =0, 
und falls statt u’ das Indexgebiet w’’ gewahlt wird, 
(16’) resin =0. 

Hieraus ergibt sich aber 

(17) Gs ==0, 
und auf entsprechende Weise schlieBt man, dab 
(17’) Gs =0 


ist. Die Gleichungen (16) uud (16’) besagen, daf 
(18) Dyes =0 
ist. Aus dem expliziten Ausdruck fiir I%.. folgt aus (18) 


1 O2x'o” Bes PE obs) Cu'grm Gs — Cor ” Gy Oven Go =0: 
(19) (ee + ax* axe | Cxe’'m Gs Corrsm Ge + e 
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Setzen wir in (19) 


[=p 
und beachten (14), (17) und (17’), so kommt 
OZx'n' aoe 
(20) aie” = () 
Auf entsprechende Weise folgt 
, OZxp" ae 
(20') ame oO 


Aus Gleichung (a) folgt endlich 
D2(58 Rw OY 2 eee 
LER, Xi Ue nee PD 
Wir haben damit bewiesen 


Satz 1. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dap 
ein Finslerscher Raum F, als Produktraum eines F, und F,,-, darstellbar ist, 
bestehen in der Existenz eines kovarianten positiv semidefiniten symmetrischen 
Vektorfeldes pi, vom Range r, fiir das 


(1) Dpix = 0 
ist, und die Kommutatorbildung sowohl beziiglich des durch pi, bestimmten 


r-dimensionalen Vektorraumes als auch beziiglich seines Normalraumes abge- 
schlossen ist. 


Kehren wir jetzt zu dem Fall zuriick, fiir den bloB das invariante Dif- 
ferential von pj, verschwindet. 

Aus 
(1) Dpix=0 


folgt folgendes. Verschiebt man das orthonormierte r-Bein, das den Normal- 

raum V, von px aufspannt, langs zweier Linienelementfolgen in ein vorgege- 

benes Linienelement (x', x") parallel, so erhalt man langs beiden Folgen zwei 
0.0 


Tensoren qi und ri. Fiir beide gilt bei Differentiation langs den entspre- 
chenden Folgen 
Lin} cutee 
dt = Ge 
Da aber (1) fiir ein gegebenes Linienelement ein eindeutiges Feld be- 
stimmt, miissen die beiden Tensoren gi und rf, die ja im selben Linien- 
element definiert sind, zusammenfallen. 


rh, = 0. 
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Aus 
ix (x, v) =x (x; v) = Dir Ee v) = Dix 
0 0 0 0 0 0 0 


folgt aber, daB die beiden orthonormierten r-Beine, die man durch die Pa- 
rallelverschiebung erhalt, in dem Vektorraum V, von Pir liegen, und durch 


eine orthovonale Transformation verkniipft sind. 

Demnach ist (1) hinreichend fiir die Existenz eines absolut parallelver- 
schiebbaren Vektorraumes V,. Setzen wir nun die Existenz eines absolut 
parallelverschiebbaren Vektorraumes voraus. Betrachten wir das Linienelement 
(x, v) und ein Weiteres (x, v). Verschiebt man é (x, r) langs zweier beliebiger 

( Oe) 


Linienelementfolgen nach (x, v), so spannen sie stets die gleichen V, auf und 
0 0 0 


das absolute Differential des von ihnen bestimmten symmetrischen Tensors 
mufi immer Null sein. Es gilt also, wie im Falle der Riemannschen Geometrie: 


Satz 2. Die Existenz eines positiv semidefiniten symmetrischen Tensor- 
feldes mit verschwindendem invariantem Differential ist notwendig und hin- 
reichend dafiir, daB ein absolut parallelverschiebbarer r-dimensionaler Vektor- 
raum V,. existiert. 


Aus Satz 2 folgt nun ebenso wie in der Riemannschen Geometrie, dah 
in diesem Falle die zu einem Linienelement gehérende Holonomiegruppe des 
Finslerschen Raumes reduzibel ist, falls die Lange eines Kurvenbogens nur 
von dem Bogen selbst, hingegen. nicht von seiner Orientierung abhangt. Dies 
trifft dann zu, falls die Grundfunktion die starke Monodromiebedingung 


L(x, —v) =L(x, v) 


erfiillt. Aus dieser Bedingung folgt unmittelbar, daB auch die Paralleliiber- 
tragung von Vektoren unabhdngig von der Orientierung desjenigen Bogens 
ist, langs dem das, der Parallelverschiebung zugrunde liegende Linienelement- . 
feld erklart ist. Auf Grund dieser Bemerkung erledigt sich aber unsere Be- 
hauptung wortwortlich wie im Falle der Riemannschen Geometrie. 


(Eingegangen am 17. Dezember 1959.) 
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CKAJIAPHBIE JMPPEPEHIIMAJIbBHbIE AHBAPVAHTbI TPETbErO 
NOPAIKA PAMAHOBOrFO MPOCTPAHCTBA TPEX U3MEPEHMM 


Nl. A. NETPOB (Kaszanz, CCCP) 
_ (IIpeactasneno O. Bapra) 


1. Kak w3BeCTHO, PHMAHOBbIM MpocTpaHcTBOM V,, Ha3sbiBaeTca Mcepex- 
uMpyeMoe MHOrOOOpasve, METPH3OBAaHHOe C NOMOLIbIO HEOCOGeHHOH pudde- 
PeHUMabHOM KBapaTH4HOM opMbI 


(1) ds’ = gi;dx'dx. 


Pynkunu gi; Npeqnosnaratotca AMdppepeHuMpyeMBIMM Hy>KHOe 4NCIO pas. Juddpe- 
PeHLMaIbHBIM MHBapHaHT PHMAHOBOFO NPOCTpaHcTBa — MHBapMaHT ero OCHOBHON 
METPH4eCKOK opMbI. B YaCTHOCTH, MOf AOCOMIOTHBIM CK@JIAPHBIM jMdpdpeper- 
I[MaJIbHbIM MHBapHaHTOM TpeTberoO NOpAKa PUMAaHOBOrO MHOrOOOpa3zHA pasyme- 
eTCA CKaApHad spyHKUMA 


| Lap O8ap _ O'Sap 

(2) N\ Zag; ee | 

OXi = =OXiOX; OXiOX;OX, 
HEM3MEHAIOLUAACA MPH OObIX OOpaTMMbIX NpeoOpasoBaHuAx KOOPAMHAT. 

Leb HaCTOALeH CTaTbM — NOCTpOUuTb Ga3Hc nonHOK cucTempI [1] a6co- 
JUOTHBIX CKAAPHBIX AMdppepeHUMaIbHbIX MHBapMaHTOB TpeTbero nopayKa puMa- 
HOBOrO MpoctpaHctBa V3. 

2. C noMmoulbio TeopembI npuBefenna (cm. [1], crp. 103—110) 3agaua 
pasbICKaHWA MHBapvaHTOB (2) CBOAMTCA K OTbICKAHMIO COBOKYNHBIX asreOpan- 
4eCKMX MHBaPMaHTOB MeTPH4eCKOrO TeH30pa Li;, CFO TEH3OPa KPHBH3HbI Rix M 
KOBaPWaHTHOKM MpOUusBOAHOK Rpijx,, MOCHeAHerO. Tak KaK B TPeXMeEPHOM Mpo- 
CTpaHCTBe TeH3OP KPMBH3HbI Rp; BbIPAKACTCA U3BECTHOM copMy.10n 


(3) Rapys = & 6s Lay — pyLas+ Layles—LasL py, 


rae Li, — CMMMeTpu4eCcKn TeH3OP, TO MOCMeMHAA 3afa4a, B CBOIO O4epelb, 
IIpHBOAMTCA K HAaXO>KCHMIO B MpPOCTPaHCTBe Tpex M3MepeHMi COBOKYNHbIX 
MHBapWaHTOB CJIeYIOWWMX TEH3OPOB: 


(4) Gap, Lap, Lap, y 
KomnouenTb TeH30pa Log, y YAOBJIETBOPAIOT COOTHOLICHHAM 
(5) Lie aS Lia, - =0. 


1 Acta Mathematica X!I’3—4 
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3. IIpumenenue ycranopnennoi VU. A. CxoyTeHOM opMybl MH- 
BaPMaHTHOTO paslOxKeHMA adpMHOpa BaseHTHOCTM TPM Ha CyMMY yNOpALOdeH- 
HbIX 9JIEMCHTAPHbIX BeJIMYMH faeT 


2 
(6) Las, v= Lias, y+ Sey (Leap), ve Ly«a, ay) 


Meppptii u3 HeMpHBOAMMbIX OTHOCHTEbHO adpHHHOK rpynMbl TeH3OpoB, urypu- 
pyrollux B npaBowt yacTu paBeHcTBa (6) 


(7) Cosy ae Leap, Y) 


ABJIACTCA CHMMETPHYCCKHM MO BCEM CBOHMM HHCKCaM MH MOSTOMY B TPEXMEPHOM 
MpOCTpaHCTBe MMECCT JCCATb CYLIECTBCHHbIX OnpeeJIAIOWWNX. Bropon M3 HUX 


eZ 
(8) Tupy = 3 (Leap), y — Ly, 6)) 


YAOBNeTBOpAeT asreOpan4ecKuM TO>KAeCTBAM 
(9) Tiap}y =0, Tiaay = 0, 


BbITeKAIOUMM HeMOCpeACTBEHHO M3 aJIreOpaw4ecKorO CBOMCTBa yNOpPAAOYeHHbIX 
@JIEMeCHTApHbIX BeM4MH. Kpome Toro, COOTHOWWeHHA (5) BeKyT 3a COOOH 
paBeHCTBa 


( 10) f Be — 


CnegopatebHo, TeH30p Togy, ONpefeeHHbId mpw nomomn (8), HMMeeT 
27—(9+ 10+3)—5 smHeHO He3aBMCHMBIX OnpenensioulMx. TeH30p Tagy 
MO)KHO OTO)KICCTBATbh C CHMMETPHYECKHM TEH30POM BaJICHTHOCTH [[Ba PaBHBbIM 
HyJO CieqOM. /\IA aTOFO MOCTATOYHO NOMOKUTS 


(11) Top = Tory8s; 


re e“” — )MCKPMMMHAHTHBIM TeH3Op Mpoctpanctsa V;. 
TakaM OOpa30M nosy4aetca 


Jlemma 1. B npoctpanctse tpex u3MepeHuit TeH30p Leg, y MOMycKaer [Ba 
pasha ER JMHEMHBIX KOMMTAHTA Copy, Tus, Tae T°,==0, aABAAIOMXCA, 
COOTBETCTBEHHO, CHMMCTPH4CCKHMH TeEH3OPaMM BaJICEHTHOCTH TPH M Ba c 10 4H 
5 CyUIeCTBeHHbIMM ONpese/IAIOUIM MM. 


B janbHeiieM MbI BOCNONb3yeMCA TaKKE CyeAyOUleH BCNOMOraTeIBHOK 
TeOpeMOM, MOCTABNAIOUeH AHANMTM4eCKM MpHsHak KOHOPMHO-nIOcKUXx Vs: 


JlemMa 2. V; Torgqa M TONbKO Torna KOHMOpMHO-mOcKoe C3, eCIM 
Tap = Q, . 


4. Basvc noaHov cuctembl aGCOJIOTHBIX CKAAPHbIX LudpepeniMabHbIx 
MHBapMaHTOB TpeTbero NOpaAyKa TpexMepHOrO npoctpaHcTBa Pumana, KoTOpbiit 
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no T. MW. Tomacy o6osHayaetca cumBonom (3,3), cocrour u3 18 uH- 
BapHaHTOB. Ba3sucHble MHBapMaHTbl MOOKHO C4MTATb PdllMOHAbHBIMM. Kaxxgprii 
AOCOJMOTHBIM PallMOHaIbHbId MHBapMaHr ABAeTCA YACTHBIM ABYX We/bIX pallMo- 
HaJIbHbIX MHBapWaHTOB OfMHaKOBOrO Beca. CefOBaTebHO, MCKOMbI 6a3uc 
(3,3) MOxer ObiTb OOpasoBaH npu nomMoUM 19 HeEsaBMCUMBIX OTHOCHTEbHBIX 
MHBapMaHTOB HW KECIeMyIOUlell CepHM CMMMETPH4eCKUX TeH3OPOB 


(12) Flee OE wa rd Oe 
a) WUnpapuantpi Tex3opa Lx: 
. Yo = 3! gi 1 $2283}, | 
Wi = 3! (gp pSe2Ls13] + Sup Legays) + Lp 22813), 
We = 3! (gp LoeLsj3) + Lop g22Ls}3) + Lap Lo2g3)3)), 
| pee Bhatt Later: 
b) Wnpapuantpi Ten30pa 7): 
gi =3! (Spt Tx T3}3) + Ti p82 Ts}3) + Ty T2283}3)), 
g2= 3! Tip T22 Ts) 3). 
c) Uxsapuantsi tex30pa Cas,. TepHapHadt KyOu4eckad dopma, oTseya- 
foulad STOMY TeH3OPy, MMEeT [Ba MPOCKTMBHBIX MHBapvaHTa 
; S = (abc) (abd) (acd) (bcd), 
T = (abc) (abd) (ace) (bcf) (def), 


rye a,b,c, ... OOO3HAYAIOT JKBUBAJICHTHbIC PAMbI CHMBOVIOB. 
JlInaA =OOpa3zoBaHwaA MeTpM4eCKHX MHBAapHaHTOB TeH30pa Cupy GylemM 
MCXOMMTb M3 ABYX YKa3aHHbIX HWKE OPTOFOHAJbHbIX KOMMTAHTOB MOCcJeqHero 


Qap = Caor C's » bug= Capo Ce 


V3 cnoco6a o6paz0BaHua TeH30POB Aap, Oag ACHO, YTO OHM CHMMeETPH- 
yeckue. PaccMaTpvBad Mapy TepHapHbIxX KBafpaTMYHBIX (OPM, OTBEYAIOILLy1O 
TEH30PaM Aap, Las MOMKHO HAMCTHTb Cpa3sy [Ba MHBapMaHTa, COOTBETCTBEHHO, 
BTOPOM M YeTBEPTOH CTeEMeHH OTHOCHTEbHO ONpefeNAOWIMX Cugy: 


Is = 3! (app. 22¥3}3] + Le [1 228s} + Lp $2243} 3}), 
1, == 3! (app A228'3j3) + App §2243}3) + pg Q22Q3}3})« 


ase, ak OOBI4HO, TEH30P, OO6PasoBaH- 
1 Tlog, BbIpakenvem ei fie, Tigky '** Vig] ky] HOHMMAIOT, KaK OOBINHO, p, o6p 


HbIM ABYKpaTHbIM NIpHMeCHCHHEM onepalivuH asIbTePHHPOBaHHA K NpOnSReAeCHHIO Gk, Vik, oes 
-d; ;,., IpM4YeM ambTepHUpyeTCA PAA MHDCKCOB fy, fy, ...,1,, M H€3ABMCHMO OT Hero pAA 
mem : 
MuHAeKCOB ky, ky, ..-, Ky - 


1* 
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Tlofo6HbIM >Ke OOpa3z0M HaXOJMM ele Ba MHBapvaHTa: 
Is = 3! (bp. F223} 3) + Lap b2.L3}3) + Lu 182253)3}), 
Ig = 3! (Of 1 02283} 3 + Of 1 £2203)3) + Yi [1 422 4s} 3}). 
Hakoneu, BO3bMeM COBOKYNHBIM MHBapvaHT Tpex TeH30POB 
I, = 3! (Quip bo0.29}3) + bp 1. A22'3}3) + Afi 1 $22 43}3) + Opps L22A3}3} + 
+ 8111 42263}3] + 81 [1 62243}3}). 
d) Copoxynuble MHBapvaHTbI TeEH3OPOB Tix, Capy: 


1 = 3! Zp Qe 7333) + pps 72243)3) + Op 82 T3}3) + Tp $2249}3) + 
+ app T2£3}3) + Tp a2223)3)), 
2 = 3! (Bf1[1 be Ta}9) + Lp 72253)3) + bp pL22 T3}3] + Tp £223)3) + 
+ Oi T228'3)3) + Ty 1 b2283)3)), 
ws = Togutue, u;== Ce. 


e) CopokynHble HHBapHaHTbI TeH30pOB Lx, Caz: 


1 = 3! (241 1. A22L9)3) + Yap Le2dsj3) + A pPx2Lajx) + Lap Z24s}3) + 
+ agp: Lee 8313) + Lip 2223}3)), 
@2 = 3! (rp be Lysy + Sip Lo bss) + bp p Se Lays + Lap 822 baja + 
+ bir L283} 3) + L141 b228'3]3)), 
(03 = Lagutu, 


5. Ocraetca eule MpOBepHTb yHKUMOHA/IbHY!O HE3ABHCHMOCTb NOCTPOeH- 
HbIX BbILUeE WeIbIX Pal|MOHAJIbHbIX MHBaPWaHTOB OTHOCHTebHO MePpeMeHHbIX 
Capy, Tij, Lik. ATOObI pewiMTb STOT Ha BUA NpPOCTOM BOMpOC Hy>KHO BBINOHHTb 
Pa TeXHHYECKH CJIOKKHBIX BbIKaIOK. YNpOcTuTh BCTpeyalouMecaA MPH 3TOM 
BBIMMCICHHA NOMOFYT HaM [BA NMPOCTbIX 3aMe4aHMA, COCTABNAIOLIMe OCHOBY 
NpWMeHAeMOFO 3feCb HAMM MeTOMa. SHaYeHHe ero He MCYepNbIBaeTCA NPHIO- 
*KEHHEM K HHTepecyouleH Hac 3afaue, TaK KaK _OH MO)KET ObITb yCMeLIHO 
MCNOAb3OBAH [WIA PelleHHA LIMPOKOrO Kpyra NONOGHbIX DKe, HO Gomee Tpys- 
HbIX mpoOjem. TlocKObKy KONM4eCTBO He3aBMCHMbIX cbyHKUM B 3aj,aHHOii 
COBOKYMHOCTH ONpefeAeTCA PAHTOM AKOOMEBOM MATPHLbI 3THX SYHKUM, TO 
Halu 3aMe4aHWA OyfyT KaCaTBCA BONpOca 06 OOHApy>xKeHMM MAKCMMaJIbHOCTH 
ee paura. C ato uenbio HaM OCTATOYHO yGeAUTbCA B MAKCMMAIbHOCTH paHra 
AA KaKOM-HHOYAb NOLXOMALIMM O6Pas0M BEIOPaHHOM CHCTeEMbI YMCNOBbIX 3HAYE- 
HH H€3aBMCMMBIX NepeMeHHBIX (9TY COBOKYNHOCTh 4MCJOBbIX 3Ha4eHMii KOM- 
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MOHEHT TEH3OPOB Cjj., Tix, Li; YCHOBMMCA BIPeAb HasbIBaTh KOPOTKO TOUKO M°). 
JlevictBuTenbHO, 060K MUHOP Ajo —0 aKOOMeBOM MaTPHUbI COBOKYNHOCTH 
NOJIMHOMOB OT MHOFMX MepeMeHHBIX, OyAy4H HeNMpepHIBHOM GyHKUMeH, COXpaHUT 
CBOM 3HaK MW BO BCeX TOUKAaX HeEKOTOPOK oKpectHoctu U(M°) touxn M°®. A oto 
OyWeT O3HA4aTh (PYHKUMOHAIbHYIO HE3aBUCMMOCTb paCCMaTpMBaeMbIX cbyHKUMit 
B OOnacTu U(M°). Ecan tpe6yetca BbIHCAMTh MpousBOsHytO 


a F(t, t2, ..., t) 
att 


pH apryMeHTax, OOpalllaioujMxca B MOCTOAHHbIe 3Ha4eHuA f), TO MPM 3TOM 
BBIYMCIEHMM BCE apryMeHTbI KpoMe OMHOrO ft’ MOMKHO 3apaHee MOOKMTh paB- 
HEIMM fo, f9,..., fo, {| ..., t) MW YoKe 3aTeM HaXO{UTb npouspoguyo. U3 TtorbKo 
4TO BbICKa3aHHOrO BTOPOrO 3aMe4aHHA HENMOCpeACTBEHHO BbITeKaIOT: MOHOM, y 
KOTOpOrO f[Ba MHOKUTeIA B TOUKeE M° oGpaulaioTca B HYJb, HE OKA3bIBaeT 
HMKaKOrO BJIMAHMA Ha 3HAYeHHA 4aCTHbIX MPOMSBOAHbIX MHBapMaHTa B 9TOM 
TOUKeE; MOHOM, BXOJAUIMH Kak CllaraeMOe B COCTaB MHBapMaHTa uM COepoKalIMit 
OJMH CAMHCTBEHHBIM OOpaliatoujuiica B ONOpHON TouKe M°, B HyJIb MHODKUTEIb, 
MODKHO B I@JIAX BbIMMCJICHHA YaCTHOM MPOU3BOAHOK OT 9TOTO MHBapMaHTa 3aMe- 
HUTb Ha JIMHeMHY1O (PYHKUMIO OTHOCHTEJIbHO STOFO MHOMKUTeIA — nNepemMeHHOrO, 

PyKOBOACTBYACh CSPOPMYJIMPOBAHHbIMM 3aMe4aHHAMM, HETPyAHO OKa3zaTb 
H€3aBUCMMOCTb LeJIbIX PalMOHAIbHbIX PyHKUWi 


3 Ae, Oe 
Ur, Wr, Ws, fi, 2) L= 3S 1,=4T, I, peley LL; WM), M5, 3, 1, M2, 3. 


Ilpu 9TOM MbI Nosaraem 
Le=a—=—+1, gu=O0 (i#4) 

M BOCHOJIb3yYeMCHA O003HaYeHHAMM 

Cir =X, Crp = X14, Cog = X71, C53 = X03 

Crs =X2, Ciszgs=X5, Cox == Xe, 

Cig = Xa, Cig = Xo, - Cos = Xo, 
Tr = 91, Tox =o, Ts =Ys, ' 
T= Vi, Tis=YVs, T= Ye; 
Li=%, Ly a 225 L33 = 23, 
Li= 21, Lig== 25, Log = 2%. 
AxoOues oOnpefeuTesb 


AN] +++ PrPr@, O23 Yr Wo Wz @ Wo 3) 


Ie= 
sient (X5 X10 X41 XoXgX7Xo Vi V2VsV5 Ve 212023242520) 
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JIA (PHKCMPOBaHHEIX 3Ha4eHH MepeMeHHbIX 


e=1, S=—1, B=d=BM=—RM=—M—V—O0, H—1, x=, 
N=a, R=—h N=NW=VN=O, 
a=1, 42=2, 2=A=AZ=A—O0 
MMeeT BUI 
4 FOG 
Iisa =|* 4, Of}, 
eet Speier: * 
rye 
—1 —1 0O 0 0 0 0 
c= Leet) 0 0 0 0 
2883 68, & 0 1) 68,8 
4, = * 68 88,ee,+ 142, 0 O  8e,8,8,+142,+6e|, 
2 & & 28,8 2 2 28; & 
‘28,— 2a, — 2a, 8,4 &+8s 8 +8&—28 28, 


8 &—28& 4888+ 108,—28, +8448 &+48+8, 108,+88)+ 48,8083 


—&&; 88 0 0 0 
Seb. Oi hs 0 0 0 


4,= —2e 0 Oi 
* —2s 0 —2a8 
* 288 * 
bs 1h Oh 0 0 0 
ag! yy 24 Fa 0% LOR 
eae 0 0 2 0 0 0 
cals -~—2% 0° 0 
* —2a, O —2a 
* 288 * 


B touxe M° Hw OHH HB onpenenutenel 4,, 4;, 4, He OOpalaetcA B 
HY Tb. Bmecte c Tem J\y=-0 BO BCeX TOYKAX HEKOTOPOM @KPeCTHOCTH TOUKH 
M (x?, yn, 23), C€MOBATeCbHO, MHBapHWaHTb! B 9TOH OONACTH He3aBHCHMBI 


MO*KAy COOH. 


Tloqpona Tor BCeMy HCCefOBaHHIO, MO>KEM hopmysMpogaTt npewio- 


enue [2]: 
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Teopema 1. Wnsapmantsi 
&=lgx|, Lk, oe, Yj, w;, 0; (j=1,..., 7;. /=1,2,3; k=—1, 2) 


OOpasyroT OasHc chyHaMeHTaIbHOM CHCTeMBI CKAaNAPHBIX jMddepeHUMaNbHBIX 
MHBapwaHTOB TpeTberO NOpAsKa PMMAHOBOrO MpoOcTpaHcTBa Tpex u3mepeHuit 
V; C MPOM3BOMbHOK CurHaTypoii. 

OtTmeTHM CjenyioulMe TeOpeMbl, BbITeKAIOLMe 3 TeOpeMbI 1 HM MpescTaB- 
Jitoulwe CaMH MO ceGe HHTepec: - 


Teopema 2. Basuc byHkuMoHabHO HesaBMCHMbIX CKaNApHEIx AUd¢pe- 
PCHIMaJIbHbIX MHBAPMaHTOB TpeTbero NopaAKa mpoctpaucrBa C; cocTouT u3 14 
MHBapuaHToB 


& Wy fi }. 
Teopema 3. Ckanapubie byHkunu 


£; I; (ieee 55-7) 
OOpasy!0T OasHc dbyHKUMOHAIbHO He3aBHCMMbIX METPMYECKMX MHBApPMaHTOB Tep- 
HapHOw KyOM4eCKOK opm. 


Teopema 4. Kakosa Obi HM Obia curHaTypa HeEOCOGeHHOH TepHapHoit 
AMddepenunabHOK KBaspaTH4HOK opMbI 


ds’ = gidx'dx, 
HHBapHaHTbl 


£; Wi, Wo, Ws 


OOpa3y1oT Oa3HC NOMHOM CHCTeEMbI €€ CKAIAPHBIX AMdppepeHMa/IbHbIX MHBapHaH- 
TOB BTOporO mopayKa. ‘ d 

Ocuosuble BbIBO_bI pador [3], [4] 06 HHBapwaHTax Cofep»KaTCA Kak 4aCT- 
HBIe Cay4an B Teopeme 4. 


WHCTHTYT MaTeMaTHKH 
KazaHckoro yHuBepcuTetTa 


(loctynuao 31. VIII. 1959.) 
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ON TURAN’S FIRST MAIN THEOREM 


By 
N. G. DE BRUIJN (Amsterdam) 
(Presented by P. Turdn) 


1. Introduction. Recently, E. MAKal' determined the best-possible 
constant in a theorem of TURAN. The theorem is quoted as TuRAN’s first 
main theorem, since it appeared in his book? as the solution of his “first 
problem”. It will be cited in Sec. 4 below. 

This best-possible constant was obtained independently (though some- 
what later) by the present author, whose proof appeared to be considerably 
shorter that the one of Mr. Makai. The matter now seems to have been rounded 
off so nicely that it is worth while to present a self-contained account of it. 
The arrangement is as follows. In Sec. 3 we present a new proof of an 
elegant theorem, due to Makai.’ Sec. 4 gives the proof of the main theorem, 
and Sec. 6 the new proof of the fact that the constant is best-possible. Finally, 
Sec. 7 gives a discussion of the cases where the equality sign occurs. 

It should be remarked that Sec. 4 was implicitly contained in the paper 
of I. Dancs,* which inspired both Mr. Makai and the present author. 


2. Notation. Throughout the paper m and & are integers, m=0, kK21. 
And 2,...,2 are complex numbers, with |z:|21,..., |z./21. We put 
2; = —(u;)’, whence |u;|=1. And we write 


f(2) =1f(1 +2u)= (I—z/z)), 
(f(2)" = Ao +a12+ a2z7+..., 


me 


Ay (2) =(—1)"" 1—f@2) 2 az". 


1 E, Maxat, The first main theorem of P. Turan, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 10 


(1959), pp. 405—411. 
.2 P, Turdn, Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen (Budapest, 1953). 
3 E, Makar, On a maximum problem, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 9 (1958), pp. 


105—110. 
4], Dancs, On an extremal problem, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 9 (1958), pp. 


309—313. 
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It is easy to see that /,,(z) has the form 


mk? 
hn (2)= >) Cr2”. 


v=m+1 


Though the notation does not reveal it, the functions f,Am, and the 
coefficients a.,C, depend on 21,...,2%. In the special case where uy =---= 
=U, =1 (so 21==+++= 2% = —1) we shall write ff,hm,ai,c¢. So f*(z)= 


=(1+2z)*, a= (—1)4 (* ae = In particular we shall consider N»,x, 
defined by 
Non k = Aim (1) = Cinta + +++ + Cmax « 
3. Theorem of E. Makai. For each vr, the coefficient c, can be expressed 
as a (symmetrical) polynomial in u,,..., Ux, with non-negative coefficients. 
Proor. We use a generating function, introducing a variable t. We have 


Sy An (z)t" = > (—1)" 10" + by (—1P ff(2) bs Q.z! = 
= FE HOD an(—t2)" (I—t +2@—---)= 


ie cand f(z) 1 (1 +d)u;z 
Ue Yee yi Tapp f(t ~ ont 147 (1+4 —u;zt 2. 


It is now sufficient to remark (i) that 


(1+¢)" }—1 +17 + (1+1)x)) 


is a polynomial in ¢,x1,...,X,x, with non-negative coefficients, and (ii) that 
xj;=ujz(1—u,zt)' can be expanded ia terms of u;, 2,¢t with non-negative 
coefficients. ) 


CoROLLARY. We have cy2O, and, by virtue of |m|<1,...,|un|S1, 
we have. ; 


(3. 1) |Cm+1| - ae + |Cm+| = Choi + aan + Cink = Ninn» 


4. Turan’s first main theorem. We have (see Sec. 2) 


m+k 


i—Cry™ bai c af, A, 2". 


It follows that the left-hand side vanishes if z has one of the values 2;,..., 2. 
On substitution of z= z; and multiplication by a complex variable 6;, we 
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obtain, after summation with respect to /, the identity 


m+k 


k 
(4. 1) bit -++ + 5.=(—1)"" > cy > 5,27. 
1 j= 


v=m+ 


By (3.1), we infer that |z:|=1,...,|z.|2=1 imply that 


k 
> bz; . 


j=l 


(4. 2) [61+---+:;= Nn max 


m+1lSv=m+k 


5. Evaluation of N,,,.. We immediately have (cf. Sec. 2) 
Nn, = him (1) = (—1 a ok Sy 1" nt) | 
(5. 1) = An (1) = (—1) 1-2 S-1)"( ’ 


=o (ktm) (ar aber Rae Daler 


Mr. Maka! obtained a different expression for the best-possible constant 
(see '), which we derive here from the generating function (cf. Sec. 3): 


L Naat > h(t =(1 +t)" =I +(1 el | 
=(1—f)" Tee -s Pilot) ts 


whence 


k-1 : 
(5. 2) Nmnam= S2T), 
j=—0 


m 


E. MAKAI (see ’) shows that this expression is equal to Nnx.= 
1 
= rel ext +x)""'dx, but this formula plays no role in the present 


paper. 
6. Proof that N,,.x is best-possible. Let m and k be given. We shall 

show that, in (4.2), the number N,,,x cannot be replaced by any smaller 

number which is still independent of 61,..., 0%, 21,..., 2%. In other words, 

we shall show that for every number p with O<p<Nn,x, there exist complex 

numbers 0,,..., 0%, 21,.. , 2% With 

(6. 1) , [bites + bel>P eee 


> b24|. 


j= 


PROOE: We have A%,(1)—=Nmx, and Ay,(1) is the special value of 
hn (1) = > c, in the case that z=-:-—2,—=—1. We notice that A», (1) 


v=m-+1 
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depends continuously on 2,..., 2x. It follows that there is a positive number 
dO such that |f,(1)|>p whenever |21:+1|<0,...,|2%—+1|<0. We now fix 
21,.+-,2e according to these inequalities, with the only further condition that 
Z1,..+,2% are mutually different. 
We next take 5,,..., 0, such that 
k 
2 bj2j = 1 (v=m-+1,...,m+h). 
ae 


This set of & linear equations has a unique solution for 0;,...,0%. (Its 
determinant is a Vandermonde determinant and does not vanish, the 2;’s 
being mutually different.) 

_ By (4.1) we now have 


m+k 
be: oes (-1)"" 2 Go =|hn(1)| >P, 
and (6. 1) follows. 


7. Discussion of the equality sign. We first discuss the equality 
sign in (3.1). We show that we have? |¢n41|==Cni if and only if w)=-+-= 
= Ur, || =1. If k=1, this is trivial, c,4, being a constant (positive) mul- 
tiple of a power of uw, in that case. If &>1, we can remark that the poly- 


nomial ¢Cns: contains a term au{'*' as wellas aterm buj'us, with a>0, b>0. 


As |u|1, |u2|=1, we infer from jauy*!+ butu|=a+6 that m=, 
\u;|== 1. Replacing the index 2 by any other index, our statement follows. 
Conversely, if w;=---==u, |ui|—1, it is easy to see that we have 


equality in (3. 1). 

Next we consider (4.2). If k= 1, the equality sign holds as soon as 
|z1| == 1. So we can fix our attention to k>1. Moreover, we assume that 
b+ -++++6,#0. Denoting the max on the right-hand side of (4.2) by M, 
we notice that M>0O, the left-hand side being positive. Assuming equality 
in (4.2), and observing how (4.2) followed from (4.1), we deduce that 
(Cm+1M | == CniiM, whence |Cnii|=Cni1. It follows that a= ++» =u, |u| —=1. 

But in this case we have no equality in (4.2), as can be seen, for 
example, from the fact that Nyx 1 ((5.1) gives Nm. 22(m-+1)>1, using 
j==1 only). 

Our conclusion is that if k>1, the equality sign in (4.2) holds only 
if both sides vanish. 


(Received 13 November 1959) 
5 In Dancs’ paper (see 4, p. 310) it seems to be asserted that the statement made 


here for Cy+41, equally holds for Cmt1,+++»Cm+x- It is not proved there, however, and 
anyway it fails for Cps,. 


HALBGRUPPEN UND RINGE MIT LINKSEINHEITEN 
OHNE LINKSEINSELEMENTE 


Von 
L. REDE! (Szeged), Mitglied der Akademie 


Herr P. TURAN hat mir freundlich das Problem aufgeworfen, ob es Ringe 
mt Linkseinheiten ohne Linkseinselemente gibt, wobei man unter einer Links- 
einheit einer Struktur S jedes Element e(€S) mit «S—S zu verstehen hat, 
vorausgesetzt, dai in S eine Multiplikation definiert ist. Die Antwort ist 
bejahend, sogar hat man das Gefiihl, daB sehr viele solche Ringe existieren, 
jedoch gelang uns nur mit Miihe, ein Beispiel dafiir anzugeben. 

Fiir reelle Zahlen x setzen wir 


x* == max (0, x). 
Fiir eine Aussage A bezeichnet [A] die Zahl 1 oder 0, je nachdem A richtig 


oder falsch ist. Unter einer Halbgruppe verstehen wir eine multiplikative 
assoziative Struktur. 


Satz. Die durch die Gleichungen 
(1) 0=0'0, 0O=00° 
definierte Halbgruppe H hat 0 zur Linkseinheit, hat aber kein Linkseinselement. 
Ahnliches gilt fiir den Halbgruppenring R(H) von H jiber einem Ring R mit 
Einselement. Die Elemente von H lassen sich eindeutig in der Form 
(2) g*(ag)’e* = (a,b,c == 0,1, ...;a+6+c>0) 
schreiben.' Wird das Element (2) kurz mit (a,6,c) bezeichnet, so lautet die 
Multiplikation in H als 
(3) (a,6,c)(r,s,)=(a+(r—c)*, b[r Se]+s[r2c] + [r=c>0], (c—r)* +2). 
BEMERKUNG. Die erste Halfte des Satzes gilt auch fiir alle WIN 
Bilder H’ von H ohne Linkseinselement, d. h. fiir jedes solche H’ besitzen H 
und R(A’) Linkseinheiten, aber keine Linkseinselemente. Solche homomor- 
phen Bilder H’ von H lassen sich mit Leichtigkeit angeben. Mit Erlaubnis 


von Herrn L. Fucus betrachten wir das von ihm entdeckte besonders einfache 
Beispiel eines solchen H’, das namlich so entsteht, daf man den zwei Clei- 


1 Die Faktoren mit dem Exponenten O sind auffer acht zu lassen. 
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chungen (1) die weitere definierende Gleichung o—ooo hinzunimmt, d.h. 
man fir H’ die durch die Gleichungen 


e200, 000°", O—000 


definierte Halbgruppe nimmt. Dann hat namlich H’ (und genau so auch 
R(H’)) die Linkseinheit p, hat sogar das Rechtseinselement eo, hat aber kein 
Linkseinselement. Es geniigt das letztere zu beweisen. Das kann nach Herrn 
Fucus sehr leicht so geschehen, daB man H’ durch eine passende Halbgruppe 
von Abbildungen (treu oder untreu) repradsentiert. Und zwar betrachte man 
die Menge M der abzahlbar unendlichen Folgen (n,,m,...) von nichtnega- 
tiven ganzen Zahlen und bezeichne mit @ und o die beiden Abbildungen 


(Ny, No, «..)—>(O, M1, Mo,---), (Mr, Mo, ---) > (0, Mg, Ma, -- -) 


von M in sich. Man weist leicht nach, daB dann die obigen drei Gleichungen 
erfiillt sind, indem man das Produkt @f zweier Abbildungen @, 8 so deutet, 
daB man zuerst a, dann ¢ ausfiihrt. Es geniigt zu beweisen, daf kein Ele- 
ment § der durch e und o erzeugten Halbgruppe ein Linkseinselement ist. 
Das ist aber klar, da das durch 0 hervorgerufene Bild eines jeden Elementes 
von M von der Form (0,0,c,...) ist, woraus 00 folgt. Ein ahnlich leichter_ 
Beweis des obigen allgemeineren Satzes ist nicht zu hoffen. 

Zuerst beweisen wir, daB. (2) die eindeutige Darstellung der Elemente 
von H ist und (3) besteht. Den Beweis.fiihren wir so aus, dab wir mit H’ 
die Menge aller Tripel 


(4) (a, 6, c) (a, b,c=0,1,...;a+6+c¢>0) 
bezeichnen, zeigen dann, dai in H’ durch (3) eine assoziative Multiplikation 
definiert wird (d.h. H’ eine Halbgruppe ist), ferner zeigen wir, daB H und 
H’ isomorph sind. 

Zundchst sehen wir leicht, daB auf der rechten Seite von (3) nicht alle 
drei ,,Komponenten” verschwinden, weshalb in H’ durch (3) tatsdchlich eine 
Multiplikation definiert ist. 

Es ergeben sich die Spezialfalle von (3): 

(a, 0, 0) (r, 0, 0) = (a+r, 0, 0) (a+r>0), 
(0, 6, 0) (0, s, 0) = (0, b+ s, 0) (6+s>0), 
(0, 0, c) (0, 0, t) = (0, 0, c+) (c+t>0). 
Ferner folgt aus (3): 
(a, 6, c) = (a, 6, 0) (0, 0, c) = ((a, 0, 0) (0, 6, 0))(0,0,c) (a+b+c>0). 


2 Faktoren von der Form (0,0,0) sind” auBer acht zu lassen. 
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Nach diesen Formeln gilt 
(a, 6, c) =((1, 0, 0)* (0, 1, 0)’) (0, 0, 1)° (a+6+c>0). 
Somit wird H’ durch (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) erzeugt. Da aber nach (3) 
(0,0, 1) (1, 0, 0) = (0, 1, 0) ‘ 


ist, so wird H’ sogar schon durch (1,0,0),(0,0,1) erzeugt. Um also die 
Assoziativitat von (3) auszuweisen, bekanntlich’ geniigt es 


(5) ((a, 6, c) (r,s, t)) (1, 0,0) =(@,6, c)((r, s, )(1, 0, 0), 
(6) ((a, 6, c)(r, s, t)) (0, 0, 1) = (a, b,c) ((r, s, t) (0, 0, 1)) 
zu zeigen. 
Zuerst beweisen wir (5). Nach (3) gilt 
(7) (a, 6, c) (1, 0, 0) = (a+ (1—c)*, b[c >0] + [c == 1], (c—1)*), 
also den Fallen c-=0, c=1,c>1 entsprechend: 
(8) (a, 6, 0) (1, 0,0) = (a+ 1, 0, 0), 
(8’) (a, 6, 1) (1, 0, 0) = (a, 6+ 1, 0), 
(8”) (a, 6, c) (1, 0, 0) = (a, 6, c—1) fore 1). 


Von hier an unterscheiden wir im Beweis von (5) drei FaAlle: 


Fall t=0. Die linke und rechte Seite von (5) ist jetzt nach (3) bzw. 
(8) gleich 


(a+(r—c)*, b[rSc]+s[r=c]+[r—c>0], (C—r*) (1, 0, 0) 
(a, 6, c)(r+ 1,0, 0). 
Diese gehen nach (7) bzw. (3) in 
(a+ (r—c)* + (1—(c—r)*)*, (6[r Sc] +s[r= c]+[r=c>0])[e>r]+ 
+fe=r+ 1], (c—1)*—)*) 
(a+ (r+1—c)*, bfr+1<e+[r+1—=cl, ¢—r—1)*) 
iiber. Je nach den Fallen r=-c, r<c, r>c sind beide Elemente gleich 
(a+1,0,0) bzw. (a,6+[e=r+ 1],c—r—1) bzw. (a+r—c-+1,0,0). 
Somit ist (5) in diesem Fall richtig. 


bzw. 


bzw. 


3 Vgl. L. Reve1, Algebra I (Leipzig, 1959), Satz 30. 
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Fall t=1. Die linke und rechte Seite von (5) ist jetzt nach (3) bzw. 
(8’) gleich 
(a+(r—c)*, b[rse]4+s[r=c]+[r=c> 0], ¢—n)* +1) (1,0, 0) 


bzw. 
(a, b,c) (r, s+ 1, 0). 


Diese gehen nach (7) bzw. (3) in 


(a+(r—c)*, b[rSc]+s[r=c]+[r—c>0]+[r=c], ¢—n)*) 
bzw. 
(a+(r—c)*, b[r Sc] + (s+ 1) [r=c]+[r—c>0], ¢—n*) 
iiber. Da diese zwei Elemente gieich sind, ist (5) im vorliegenden Fall richtig. 
Fall t=2. Die linke Seite von (5) ist jetzt nach (8”) gleich 


(a+(r—c)*, b[rsc]+s[r=c]+[r—c>0], ¢—r)* +t—1). 
Die rechte Seite von (5) ist ebenfalls nach (8”) gleich 
(a, b,c) (r, s, t—1). 


Dies ist aber nach (3) dem vorigen Elemente gleich. Somit ist (5) bewiesen. 
Der Beweis von (6) ist leicht. Da namlich die rechte Seite von (3) von 
der Form (u,v,w-+-?¢) mit von ¢ unabhangigen u,v, w ist, da ferner nach (3) 


(a, b, c) (0, 0, 1) = (a, b,c +1) 


ist, so folgt hieraus (6) offenbar. 
Bisher haben wir bewiesen, dafi (die Multiplikation (3) assoziativ, d.h.) 
H’ eine Halbgruppe ist. Wir wollen jetzt beweisen, dai H und H’ isomorph sind. 
Es wurde schon bemerkt, daB H’ durch (1,0,0) und (0,0, 1) erzeugt 
wird. Anderseits berechnen wir 


(0,0, 1)?(1, 0, 0) = (0, 0, 2) (1, 0, 0) = (0, 0,°1), 
(0, 0, 1) (1, 0, 0)? = (0, 0, 1) (2, 0, 0) = (1, 0, 0). 


Hiernach sind die Gleichungen (1) mit (0,0, 1) und (1,0,0) an Stelle von 
0 und o erfiillt. Das alles bedeutet, da{i H durch 


(9) o—(0,0,1), o—(1, 0,0) 


homomorph auf H’ abgebildet wird. Wir zeigen gerade, dali dieser Homo- 
morphismus ein Isomorphismus ist. Es geniigt zu zéigen, daB bei unserem 
Homomorphismus verschiedene Elemente von H_ stets auf solche von H’ 
abgebildet werden. 
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' Zu diesem Zweck betrachten wir zunachst ein beliebiges Element 
von H. Dieses ist dann von der Form 


QT, . a. Te (121), 


wobei jeder Faktor r; gleich o oder o ist. Unter allen solchen Darstellungen 
von ™ nehmen wir eine mit minimaler Faktorenzahl n an. Anderseits schrei- 
ben wir (1) als 


000==0, v0o=09. 


Hieraus und aus der Minimalitat von n folgt, dab 


T=0, Tig=0 (1 =ix=n—2) 
fiir kein ¢ méglich ist, also im Fall t==tis1= 0 notwendig 14,—=++-—1,—0 
und im Fall t= ty41=-o0 notwendig m= ---=T 10 sein muh. Also 


mufi jedes Element von H von der Form (w= 0°00--- 000° =) 


0*(v0)’ 0° 
sein. 
Da nun nach (3) beim Homomorphismus (9) 


0a—>(0, 0, 1)(1, 0, 0) = (0, 1, 0) 
gilt, so gilt dabei (nach (3)) 


0° (9a) 0° (1, 0, 0)’ (0, 1, 0)’ (0, 0, 1)’ = (a, 0, 0) (0, b, 0) (0, 0, c) = 
= (a, 6, 0) (0, 0, c) = (a, 6, c). 
Wir haben gewonnen, daB durch (9) verschiedene Elemente von H auf 
solche von H’ abgebildet werden. Somit ist H isomorph zu H’. 


Nebenbei entstand auch der Beweis, dai (2) die eindeutige Darstellung 
aller Elemente von H ist. 
Aus (1) folgt, dab ¢ eine Linkseinheit von H und auch von k(H) ist. 
Da fiir das beliebige Element (2) von H 
0*(00)'0°o = 0%(00)' 0%! 
ist, so hat H und offenbar auch R(H) kein Linkseinselement. Somit is der 
Satz bewiesen. 


BEMERKUNG. Ein Element e einer (multiplikativen) Struktur S mit der 
Eigenschaft «S=Se=S werde eine Einheit von S genannt. Hat S eine 


2 Acta Mathematica X1/3—4 
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Einheit «, so hat S auch sein Einselement. Wegen «S—S gibt es namlich 
ein s’(€S) mit es’, ferner l4Bt sich wegen Se—S jedes Element von S 
in der Form ae (@€ S) annehmen. Da (ae)s’ = a(se’) =e ist, so ist & ein 
Rechtseinselement von S. Da in S genau so die Existenz eines Linkseins- 
elementes «” folgt, so ist «(= e’’e’ =e’) das Einselement von S. 


(Eingegangen am 14. November 1959.) 


KLASSIFIKATION DER DARSTELLUNGEN EINER GRUPPE 


Von 
F. LOONSTRA (’s Gravenhage, Holland)! . 
(Vorgelegt von L. RépeE!) 


Eine Gruppe B kann in mannigfacher Weise als. homomorphes Bild 
dargestellt werden. Wenn G eine Gruppe, @ eine homomorphe Abbildung von 
G auf B ist, so sprechen wir von einer Darstellung G(a) von B. Wir fragen, 
ob es méglich ist, eine Ubersicht tiber alle méglichen Darstellungen G(a) 
von B zu bekommen. Die Untersuchung wird gestiitzt 

1. auf eine Klassifikation der Darstellungen mit Hilfe des Begriffes der 
Verwandtschaft; 

2. auf die Méglichkeit der Bildung eines Produktes von zwei Dar- 
stellungen; 

3. auf die Méglichkeit einer Ordnungsrelation. 

Wir bezeichnen den Kern der homomorphen Abbildung @ von G auf 
B mit Ka. : , 


1. Die Klassifikation der Darstellungen. Wir benutzten die folgende 
Eigenschaft von homomorphen Abbildungen: Induziert eine homomorphe Ab- 
bildung 7 der Gruppe G in die Gruppe G’ einen Homomorphismus des 
Normalteilers N©@G in den Normalteiler N’CO’, 

) NnSNn’, GnSG, 
so induziert 1 auch einen Homomorphismus 7 der Faktorgruppe G/N in die 
Faktorgruppe G’/N’ gem4B der Zuordnung 
nH: Ng—+N’gy fiir jedes. g€ G. 


DEFINITION. Zwei Darstellungen G(@) und G’(@’) sind verwandt, wenn 
verbindende Homomorphismen 7 und 7’ zwischen G(@) und G’(@’) existieren: 

1 GnSG’,, G7 Sa; 

2. a=ne’, @&=—71/a. 

1Nach meinem Vortrag ,,Uber subdirekte Produkte” machte Herr WIELANDT eine 
‘Bemerkung iiber die Méglichkeit, das subdirekte Produkt beim Studium der Erweiterungen 


mit fester Faktorgruppe anzuwenden. Wiewohl Herr Wietanpr sich die Klassifikation dieser 
Darstellungen in anderer Richtung denkt, habe ich Herrn Wiitanpt herzlichen Dank zu sagen. 


Qo 
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Diese letzte Bedingung besagt, daly Kar, Ke, Ket’ Ka, und dab die 
Homomorphismen 7 und 1/ in B die identische Abbildung induzieren. 

BEISPIEL. Ist B=-C, die additive Gruppe der Restklassen mod 5,C die 
Gruppe der ganzen Zahlen, C[x] die Gruppe der. ganzzahligen Polynome in 
x, @ die Abbildung von n€C auf den Rest von n nach Division durch 5 
und 2 die Abbildung von f(x)=a,x"-+ +++ +aix-+ao€C[x] auf den Rest 
von a) nach Division durch 5, so sieht man leicht, daBS C(@) und C[x](§) 
zwei verwandte Darstellungen von Cs sind. Die Gruppe C besitzt tiberdies 
die Eigenschaft, da& — fiir jede homomorphe Abbildung « von C auf C; — 
die samtlichen Darstellungen C(@) von Cs untereinander verwandt sind. Die 
gegebene Definition der Verwandtschaft von Darstellungen ist eine Aquiva- 
lenzrelation, wie man leicht bestatigt. Bezeichnet man die identische Abbil- 
dung von B auf sich mit « und ist « eine isomorphe Abbildung von B auf 
sich, so sind B(«) und B(«) zwei verwandte Darstellungen. 


Satz I. Die Darstellung G(«) ist genau dann zur Darstellung B(e) 
verwanadt, wenn G nach dem Kern K. zerféllt, dh. wenn G dem Produkt 
K+ B’ des Normatteilers Ka und einer Untergruppe B’™~B mit KanB =e 
gleich ist (¢ ist die identische Abbildung von B auf sich). 


BewEls. Ist die Darstellung G(@) mit B(*) verwanut, so gibt es eine 
homomorphe Abbildung 2/' von B in G, die die Elemente von 8B invariant 
laBt, d.h. 7 ist eine isomorphe Abbildung von B in G; G enthalt also eine 
Untergruppe B’ mit G/Ke=B’=B, BOKi=e, G=K,- B’. Umgekehrt: es 
sei G(c) eine Darstelluug derart, dali G eine Untergruppe B’~B enthalt mit 
G= Ke: B’, KeB' =e. Jedes Element g € G hat also die eindeutige Form 
g=av', ac Ke, b' € B’. Die Abbildung g= ab’ + (ab’)a= 6b ist eine homo- 
morphe Abbildung von G auf B, die eine isomorphe Abbildung g von B’ 
auf B induziert und 6 invariant labt. Ferner ist @! eine isomorphe (also 
homomorphe) Abbildung von B in G, so dali B invariant ist. Es sind also 
G(«) und B(¢) verwandte Darstellungen. 


Satz Il. /st B eine freie Gruppe, so sind alle Darstellungen G(«) von 
B verwanat und umgekehrt. 


BEWEIS. Ist Kug;—= 6; ein freies erzeugendes System von G/Ke, so 
erzeugen die Elemente 9; eine freie Untergruppe FCG mit F~\ hy =e, also 
G= Ke: F, Ken F==e, F&B, also die Darstellungen G(«) und B sind ver- 
wandt. Sind umgekehrt alle Darstellungen G(@) mit B(e: verwandt, so zer- 
fallt auch jede Darstellung G(«), in der G frei ist. Es ist G—Ky-B’, 
Ka B’ =e, B’'=B, also B’ und B sind frei. 


SATZ Ill. Zwei Darstellungen G(«) und G'(a’) sind verwandt, wenn G 
und G’ frei sind, 
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‘BEWEIS, Zum Beweise benutzen wir folgendes: ist 7 eine homomorphe 
Abbildung der freien Gruppe F in die Faktorgruppe G/A, so wird y durch 
eine homomorphe Abbildung 7 von F in G induziert. In der Tat, die Abbildung 

7: f—>Ag(f)€G/A: (fir jedes f¢ F) 
bestimmt mit einem freien Erzeugendensystem S—(s) von F durch 
vy: S—>g(s) fir jedes seS 
einen Homomorphismus y von F in G, der den Homomorphismus 

7: S—g(s)—Ag(s) fiir jedes séeS 
der Gruppe F in G/A induziert. 

Sind nun G(@) und G’(@’) Darstellungen, so gibt es eine isomorphe 

-Abbildung 

g: G/Ka<> G'/Kw 
derart, daB entsprechende Elemente <-> g’ mit demselben Element 6¢€ B 
iibereinstimmen. Wir schreiben. (G/K«)g = G'/Kw und beachten, dak die 
identische Abbildung in 5 induziert. Setzen wir nun voraus, daB G(a@) und 
G’(a@’) Darstellungen sind mit freien G, G’, so definieren wir 


7: &—> (gKkae € G/Ka, 

7’: 8 (g' Kw) Pp" € G/Ka; 
das sind homomorphe Abbildungen von G auf G’/Kw (bzw. von G’ auf 
G/Ka). Dann gibt es also auch eine homomorphe Abbildung y (bzw. y’) von 
G in G’, welche Ay in Ka abbildet (bzw. von G’ in G usw.), so dab in B 
die identische Abbildung induziert wird. Also sind die Darstellungen G(a) 
und G'(a@’) verwandt. 

2. Das Produkt von Darstellungen. 

DEFINITION. Wenn G(a) und G’(@’) zwei Darstellungen sind, so ist das 
Produkt dieser Darstellungen das sogenannte meromorphe subdirekte Produkt 
P(6) = G(a)XG’(a@’); d.h. P(8) ist die Gruppe der Paare (g,2"), g€G, 
g’€G’ mit der Eigenschaft 

(2,2) =ge=—g'a. 
Dieses Produkt ist eine Darstellung von B, denn WAAL (@’) ‘enthalt den 
Normalteiler Ka >< Kw und es ist 
[G(Ku) X G' (Kw)]/[Ka * Ke] G/Ka = G'/Kw = L: 
Satz IV. Sind die Darstellungen G(a) und G’(a’) verwandt, so sind 


auch G(a) x G(@) und G'(e )X G(@) fiir jede Darstellung G(@) verwandt, d. A. 
die Klasse des Produktes wird durch die Klassen der Faktoren bestimmt. 
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BewEls. Es seien 7, 7’ die verbindenden Homomorphismen zwischen G 
und G’; G(a)x G(@) enthalt genau die Elemente (g’,g) mit ge—ge und 
G'(«’) x G(@) enthalt genau die Elemente (g’, 2) mit g’e’ ga. Wir definieren 
nun die verbindenden Homomorphismen 6¢, ¢’ folgenderweise: 

(g,2)5 = (gn, 2), (2’,2)5 =(g'N', 8) 

fiir jedes Paar (g,2)€ GXG, (g’,Z)€ G x G. Die Abbildung ¢ bildet in der 
Tat (g,g) auf ein Element von G’xG ab, denn es ist ge—(gyn)e’, 
(a, a)o = (aa, a), daher (K, « K5)SCK,, x Kz und ¢ induziert in B die iden- 
tische Abbildung, und analoges gilt fiir die Abbildung ¢’. Sind also G(@) und 
G'(@’) verwandte Darstellungen, dann sind es auch G(e)xG(@) und 
G’(@’) x G(@). 

3. Ordnung der Klassen. 

DEFINITION. Wenn G(a@) und G'(@’) zwei Darstellungen sind, so sei 

G(@) = Ge), 

wenn es einen Homomorphismus 4 von G in G’ gibt, so dagB Gn&G' und 


a=na’, d.h. 7 induziert die identische Abbildung in B. Diese Ordnung der 
Darstellungen ist eine Klassenordnung: 


Satz V. Wenn G(@) = G'(e’) und G(a@) mit G(@) verwanat ist, so gilt 

auch G(@) = G’(@’) (und analog: wenn G'(a@’) mit G’(@’) verwandt ist usw.)- 

_Bewels. Es sei ¢ eine verbindende homomorphe Abbildung von G in G 

mit GCOG, @=Ca; aus G(a) = G’(e’) folgt die Existenz einer Abbildung 

7 mit G7i,&G’, e=7e’. Die homomorphe Abbildung §==Cy hat die Eigen- 
schaften " Zz : 

(G)E=(G)SnS&G7SG, Cre’ =a, | 

d.h. =n induziert in B die identische Abbildung. Daraus folgt G(@) = 


= G’(a@’). Die Ordnungsrelation ist also eine Klasseneigenschaft. Es gilt darum 
auch G(a@) = G(a). 

Satz VI. Die Ordnungsrelation ist transitiv: aus G(a«) = G'(e’) und 
G'(@’) = G’(e”) folgt G(a) S G" (e”). 

BeEwEIs. Klar! 

Satz VII. Aus G(@)=G(@’), G’(e’)=G(e) folgt, daB G(a) und 
G'(@’) verwandt sind. 

BEISPIEL. Ist wieder B= C;, so ist C(a) eine Darstellung (siehe S. 224) 
und es gilt C(@) = C,, aber nicht umgekehrt; man kann n auf die Rest- 


klasse n mod 5 abbilden, und diese Abbildung gentigt allen Forderungen. 
Es gibt aber keine derartige Abbildung von C, in C(q). 
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~ Satz VII. Immer gilt G(«) = B(e), d.h. die Klasse von B ist die gréfte 
gemdaf der Ordnungsrelation. 


Bewels. Die natiirliche homomorphe Abbildung @ von G auf B geniigt 
allen Eigenschaften. 


SATZ IX. Es sei M ein System von Darstellungen G,(a:). Es folgt die 
Existenz einer Darstellung P(«) mit den Eigenschaften: 

1. P(z) S Gi(@,) fiir jede Gi(a:) € M; 

2. aus H(8)=G,(ai) fiir jede Gi(a)€M folgt H(8) = P(a). Das be- 
deutet: ftir jedes bestimmte System M von Darstellungen existiert die gripte 
untere Grenze (Produkt = P). 


BEwEIs. Man bildet das meromorphe subdirekte Produkt P= X Gi(a;); 


P ist die Gruppe aller Systeme (g,;) mit der Eigenschaft g;a:—gja; (i+/). 
P(qa) ist eine Darstellung, denn P(@) enthalt das direkte Produkt Ke = x Ka; 
und es gilt 

P/Ka = GilKu ~B, also pa=(gi)e¢—g;e;. 


Wir bilden nun ab 

P=C(i) > (Ki) im = Em; 
das ist eine homomorphe Abbildung von P auf Gx, so daB Ka auf Ka, ab- 
gebildet wird und B invariant bleibt, also P(@)=G,(a,) fiir jedes i. Ist 


umgekehrt 
H(6)=Gi(a,) fiir jedes i, 


so gibt es homomorphe Abbildungen 7; von H in Gj, also 
HniSG:, &=nie@:. 


Die Abbildung 
n: h—+hn=(hy) fir jedes AEH 


ist eine Abbildung von H in ACD hati G;/Ka, und vy den drei Eigen- 
schaften, also H(@) = P(e). 


FOLGERUNG. Das Produkt G(«)XG'‘(a@’) zweier Darstellungen ist’ die 
gréBte untere Grenze der beiden Darstellungen G(@) und G’(@’). Ist G(@) = 
<G’(d’), so sind die Darstellungen G(«) X G’(@’) und G(«) verwandt! Wenn 
man nun die Gesamtheit der Klassen von Darstellungen betrachtet, so kann 
man folgendes sagen: Diese ist teilweise geordnet; jedes System M von 
Klassen hat eine gréBte untere Grenze und es gibt auferdem eine grébte 
Klasse (die Klasse von B(e)). Dann hat auch jedes bestimmte System M von 
Klassen von Darstellungen eine kleinste obere Grenze. Wir beweisen nun 
noch 3 von: 


F, LOONSTRA 


i) 
bho 
[e.) 


Satz X. Ist M ein bestimmtes System von Darstellungen G;(a,) von B, 
so gibt es eine Darstellung S(y) (== Summe) mit den Eigenschaften 
1. G.(a;) = S(y) fiir jede Gi(ai) € M; 
2. wenn G,(a;) = H(0) fiir jede Gi(ai) € M, so gilt S(y) = H(); 
3. das freie Produkt S= + G,(«:) der Darstellungen Gi(a@;) geniigt allen 
Bedingungen der Summe. 
Bewels. Jedes Element (e) von S ist ein Wort 
S=2198i,.--2,,, N>0, #,€G,, tiaxl fir 2Sven. 
Bildet man ab. 
S= £i,Zi,-+- Li, —> SCY) = (Bi,@i,) «(Bi @s,,) =i, 0; =. - 05, 


so hat man eine homomorphe Abbildung von S auf B. S(y) ist also eine 
Darstellung. K, enthalt den von den Ke, in S erzeugten Normalteiler A. 7 
ist G;(¢;) = S(y), denn die identische Abbildung von Gi in S bildet Ka; 

kK, ab und la8t B invariant. 

Es sei umgekehrt H(d) eine Darstellung von B mit der Eigenschaft, 
daB fiir jede Darstellung G,(@;) des Systems M G,(ai) = H(0) gilt, d.h., es 
gibt fiir jedes i eine homomotphe Abbildung 7; von G; in H, so dab «¢;= 7:0. 
Dann ist aber auch S(y) = Gi(«:) = H(0). Definiert man namlich die homo- 
morphe Abbildung 4 von S(v) = G,(@i) in H(d) durch 


Si 25 Linas = ee ee (gi, Ni,) : (2i,Ni,) vee (Zi, Ni,)s 
so ist 7 eine homomorphe Abbildung von S in H. s—Qi, i, .-. Zi, € Ky be- 
deutet, dah 
(£i, ai) ek (gi, @i,) = bi, cine bi, es ; 
Aber die homomorphen Abbildungen 7;, lassen B invariant; es ist daher 
auch das Produkt der natiirlichen homomorphen Bilder von gi, ni, (K=1, 2,..., 2) 


wieder die Identitat, also Ay19&K,, und B bleibt invariant. Somit ist S 
die Summe der Darstellungen G,(a:) des Systems M. 


ae XI. Folgende Aussagen sind gleichwertig: 
. Fiir die Darstellungen G(a) und G(@) gilt G(«) = G(@); 
. 2. G(@) ist- homomorphes Bild einer Darstellung, die G enthalt; 


3. G(a) ist homomorphes Bild einer Darstellung, die eine mit G iso- 
morphe Retrakte enthdlt. 

(G(@) sei homomorphes Bild einer Darstellung F(8), dies bedeutet hier: 
es gibt eine homomorphe Abbildung von F(@) auf G(@), die Kg in K;, abbildet 
und in B die identische Abbildung induziert. DaB die Darstellung "F(8) die 
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Darstellung G(«) enthalt, bedeutet, daB es eine isomorphe Abbildung von G 
in F gibt, die Kw in Kg abbildet und B invariant 14Bt.) 


Bewels. Aus 2 folgt 1, denn G(«) = F(2) = G(@), also G(«) = G(@). 
Aus 1 folgt 3: es gilt G(@) = G(a), also gibt es eine homomorphe 
Abbildung von G in G mit 
. Gri; Cenc, 


Wir betrachten nun die Gruppe F=G(«)XG(@) der Paare (g,g) mit 
gae— ga. Die Abbildung 
B> (2, £n) 


ist eine Abbildung von G in das Produkt G(«) x G(@), denn g und gn ent- 
sprechen demselben Element 6 € B. Nun ist die Gruppe F der Paare (g, gn) 
eine Untergruppe von F und es ist F ~ G(q). Es ist also F(8) mit @(g, gn) —ge 
eine Darstellung mit dem Kern bestehend aus den Elementen (a, an),a€ Ka. 
G(@) ist mit F(,2) verwandt; die Abbildung n von g € G(@) auf (g, gn) bildet 
aé Ky auf (a,a7) ab und 1a8t B invariant. Die Abbildung (g,g¢n)jn=—g ist 
eine homomorphe Abbildung von F(é) in G(«) und bildet (a,an) auf a ab 
und induziert in B die identische Abbildung. 

Wir betrachten nun die Gruppe F = F(c)XG(@) mit den Elementen 
(g,g) und auBerdem die Abbildung 


(g, £) > (g, £7). 


Diese Abbildung ist eine idempotente endomorphe Abbildung und sie 1laft F 
elementsweise invariant. Es ist also F eine Rektrakte von F = G(«) X G(@). 
Die Abbildung (g,g)—g fiir jedes Paar von Elementen von F ist eine homo- 
morphe Abbildung von G(a)XG(@) auf G, die KK; auf K> abbildet und 
B invariant laBt. Deshalb ist G(@) ein homomorphes Bild der Darstellung F 
und F enthalt eine mit G isomorphe Retrakte F. 

Da 2 aus 3 folgt, haben wir die Gleichwertigkeit der drei Aussagen 


bewiesen. 


(Eingegangen am 14. November 1959.) 
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SOME INTERSECTION PROPERTIES OF RANDOM 
WALK PATHS* 


By 
P. ERDOS (Budapest), corresponding member of the Academy, 
and S. J. TAYLOR (Birmingham) 


1. Introduction. We are concerned with properties of the infinite sym- 
.metric random walk over the lattice of points with integer coordinates in 
Euclidean space of d dimensions. (For a precise definition see [4].) We con- 
sider two problems. 


PROBLEM A. Suppose IT‘ (a, b) denotes the'set of points Sa(n) (a=n3b) 
of the random walk in d-space; suppose f(n) is an increasing function of n. 
What .are the conditions on the rate of increase of f(n) which are necessary 
and sufficient to ensure that the sets 


MO, n), M(n+f(n), ») 
have points in common for infinitely many values of n with probability 1? 


We complete the solution of this problem in Section 3. Clearly, there 
is no problem for d=1 or 2. The solution takes a different form in the 
cases d= 3, d=4, and d=5. For example, if d—4, an interesting con- 
sequence of the result is that, with probability 1, there are infinitely many 
n for which I/*(0,n) and J/4(2n, ©) have a point in common. This in turn 
implies that any two independent random walks in 4-space have infinitely 
many. points in common. This at first surprised us, because two independent 
Brownian motion paths in 4-space have no points in common with proba- 
bility 1 (this follows from the result of [2]). The explanation is as follows: 
with probability 1, two independent Brownian paths in 4-space approach 
arbitrarily close to each other for arbitrarily large values of f; thus they have 
infinitely many near misses, but fail to intersect because the fine structure of 
the paths is not sufficiently dense (in fact, the paths have zero 2-dimensional 
measure, see [5]). It can be shown similarly that, with probability 1, 3 inde- 
pendent random walks in 3-space have infinitely many points in common, 
while 3 Brownian motion paths have no common points (this last follows 
from the result of [3]). . ; 


* This paper and the paper [4] were written while P. Erpés was visiting the Uni- 
versity of Birmingham. 
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PROBLEM B. A point S.(n) of a random walk path is called ’good if 
there are no points common to 11(0,n) and H(n-+-1, 0). For d=1 or 
2 there are no good points with probability 1. For d= 3, the result of Polya 
implies that there must be some good points: how many are there? 


We prove, in Section 4, that there are absolute constants t, (d= 5) 
such that, with probability 1, a random walk in d-space has good points at 
a subsequence of density ta. For d==3 or 4 the subsequence of good points 
has density zero with probability 1. We obtain in these cases asymptotic 
bounds for the number of good points. 

We start, in Section 2, by obtaining some preliminary results, and 
collecting results which are already known but are needed in the sequel. 


2. Preliminary results. If E is a condition on the random walk path, 
we write P(E) for the probability that the condition is satisfied. If E,, E2,... 
..., Ey,... iS a Sequence of conditions, we write 


Fire ih o.} 


for the probability that the path satisfies infinitely many of the conditions EF,. 

&{Q}, o°{Q} denote the mean and variance of a random variable Q. 

[x] denotes the largest integer not greater than the real number x. 

é will always denote a positive number. 

C1, Cz,..., C53 Will denote suitable finite positive real constants. 

If X is a vector in d-space, |X| denotes the distance from X to the 
origin. 

For paths in d-space, 7,(m) denotes the probability that in the first 
n—1 steps, the path does not return to the origin. It is proved in [1] that, 
for d= 3, there are positive constants y, such that 


(2. 1) ¥, <7 An) <7, 7+ O(n). 
Sa(n) denotes the position at the nt’ step of a random walk in d-space. 
If L is any lattice point in d-space, 
u,(L, n) = P{S,(n) = L}. 


Clearly, all points can be reached either only in an even number of steps or 
only in an odd number of steps, We need the following easy estimates for 
ua(L,n). Suppose L is a point which can be reached in an even number of 
steps, and |L|==e. Then 

(i) if-o =O, we have 


(2. 2) u4(0, 2m) = ( a leeto [ate 
ahd 4mitv_ m+42 |? 
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(ii) if m>@, 
d a/2 fs 5 
2.3 = 2| _——_ =| 15 
(2. 3) ua(L, 2m) a(za| ji+0 ‘ale 


ealk i 2 
(iii) if M> aoe there are constants ¢,, cy with 


(2. 4) SUi(L, 2m) > —. 


int a ; 


(iv) if m<o?,d=2, 
: d \d/2 ] 
=< oes ~9°/2m a 
(2. 5) Sei) ee (1+0(4)). 


The same asymptotic formulae are valid for ua(L,2m--1) in the case where 
L can be reached in an odd number of steps. 
We now need estimates for entering a point L at least once. 


LEMMA 1. Suppose L is a lattice point in d-space (d = 3), with |L| =o >0, 
and va(L) is the probability that an infinite random walk starting from O will 
enter L at least once. Then there are finite positive constants fa,ga such that 


Sa 


ot dae 


a (@223:4 5.) 


PRoor. We may clearly assume that o > 100. Considering the last time 
of passage through L, we have 


ra) = 74 Dt (L, n), 


since y,u,(L,n) is the probability that the path is at L at the n'™ step and 
does not return again to L and these events are mutually exclusive. Using 
(2. 4) we have 


eS eS FD tor a Suitable fi> 0. ‘ 


In the other direction, it is clear that 


va(L) = Yull,2)= pa, ua(L, n)+ a ug(L, n) = a 


N= 559" n> 5H e? 
: for a suitable ga > 0, 
using (2.5) and (2. 4). 
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This completes the proof of the lemma. 
A modified form of the same proof suffices to prove 


LEMMA 2. Suppose L is a lattice point in d-space (d = 3) with |L|=oe>0 
and wa(L,n) is the probability that a random walk of n steps starting from 
O will enter L at least once. Then there are finite constants hy such that if 


n> - o?, then 


ie oh td mets oA 


For d = 3, we know that random walks wander off to infinity. We need 
estimates for the probability that they are not too far from O at some time 
in a given range of ¢. 


LEMMA 3. For every integer N=O and real number r>0, put 
Qi(r, N) = P{\S.(n)| Sr for somé n= N}, 


then we have ford=3, N>Pr 


yea Fale = Q,.(r, N) S ea ai 


for suitable eg > 0. 


This gives the probability of being within a distance r of the origin at 
some time after the N' step. The corresponding result for Brownian motion 
is proved in [1]; the random walk result follows because of the relationship 
between random walk and Brownian motion. 

A proof is also given in [1] for 


LEMMA 4. For every integer N=O and real number r >0, put 
Pa(r, N) = Bos =r for some N=n=4N}; 


then for d= 3, Pu(r, N) > 4 ical & 


For a random walk in d-space, we put a(n) = |Sa(n)|. In [4] we briefly 
studied the average behaviour of 0,(n) and in doing so proved 


LEMMA 5. /f 04(n) is the distance from the origin at the n™ step of a 
random walk in 4 dimensions, then there exists a constant cs>0O such that 


ita) ] C3 
S(ipeacop) ~ 0). 
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Similarly one can prove 


LEMMA 6. /f 03(n) is the distance from the origin at the n step of a 
random walk in 3-space, then there exist constants c}, cs such that 
C3 1 Cy 


as tires Vn 


3. Solution of Problem 1. In order to estimate the probability of an 
intersection between //(0,n) and //(n-+f(n), ©) we need first of all to 
estimate the probability of at least one intersection between two independent 
random walks starting at different points. It is critical to suppose that if the 
starting points are separated by a distance v, then one of the paths takes 

_ approximately o° steps, while the other either takes uv? steps or is infinite. 


Lemma 7. Suppose IT{(0,n), I1S(0,n) are independent random walk 
paths of n steps in d-space (d = 3), the first starting at the origin and the 


second at P where |P|—e and . v<n<20?; then there are constants 


Cy, Ca, ce” such that 
(i) P{ZT{@, n) intersects IS”(O, n)} > cs, 


(ii) P{1{(0, n) intersects [15?(0, n)} > 


, 


ae n 


ct) 
(iii) P{Z{(0, n) intersects ITS’ (0, n)} > aa ‘xx for d—5,6,. 
PROOF OF (i). In Euclidean ra of 3 dimensions consider a cube 0 


with centre at the origin and side > o. Let », be a large positive number and 


(3.1) ty = [pn]. 


| Let £ be the subset of the lattice points with integer coordinates ob- 
tained by taking points all of whose coordinates are multiples of ¢; which lie 


in 6 but are not within - o of the origin. The number r(£) of points of & 


clearly satisfies 
a ae 
£3. 2) r(<) iter FP 
and the distance of any point L in £ from each of O, P lies between 


re and 20. 


: 
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Let pi(L) denote the probability that 11(0, n) passes through L, and 
p2(L) the probability that I§?(0, n) passes through L. Since the paths are 
independent, the probability that L lies on both paths is pi(L)po(L). Using 
Lemmas 1 and 2 we have immediately that 


493 me pi(L) wits 
(3. 3) | 0 =| po(L)\ = 20 
so that 
(3. 4) pi(L)px(L) = =. 


If interference could be neglected, (3.2) and (3.4) would be sufficient 
to obtain the desired result. We now show that provided 7 is chosen large 
enough, the interference is small. Let pi(L, M), po(L, M), respectively, be the 
probabilities that /7{”(0, n), (0, n) pass through both LZ and M. Clearly, it 
is sufficient to show that 


(3.5) > pi(L)p2(L)— > >? pi(L, M)p2(L, M) > cs. 
LEg L,MEe 


In the notation of Lemma 1, vs(L) is the probability that an infinite 
path from the origin will pass through L. It is clear that 


_ Pl, M) = vs(L—M)(pi(L) + p1(M)), 


2(L, M) = vg(L— 2 2 k 
By (3.3) p2(L, M) S vs(L—M)(p2(L) + p2(M)) 


G6) Lal, Matt, Mm = (88) Stoe—mpp< $ D fos—Mp. 


For fixed L €&, let v,(L) be the number of points of & whose distance from 
L lies between 2” and 2" (r=1,2,...). It is clear that 


2 
(3. 7) v,(L) = Cio reni® 


For a point M whose distance from L is at least 2” we know that 


vs(L—M) = e. 
Hence 


2 
Dy w(l—ups DS (1) S< Ht 
MEL 


1=a< 22r 7 ’ 
using (3.7). By (3.6), it follows that, for each L in &, 


1 
oe, pi(L, M)po(L, M) < = <- Pi(L)po(L), 
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by rey 3), provided 7 is chosen large enough. This together with (3.2) and 
(3. 4) is clearly sufficient to establish (3.5). 


PROOF OF (ii). A very similar argument will work using for & only 
points whose co-ordinates are all divisible by 


= [n(log n)""} 
for large enough 7. 

PROOF OF (iii). Again the same argument works using this time points 
whose co-ordinates are all divisible by ¢, where ft is a sufficiently large 
fixed integer. 

The simplest way of obtaining an upper bound corresponding to Lemma 
7 (ii) seems to be a calculation of the expectation of the number of points 
common to the two paths by two different methods. We first obtain a lower 
bound for this expectation in the case where both paths start at the origin. 


Lemma 8. Suppose I1{(0, n), I1S$(0, n) are independent random walks 
of n steps in d-space (d=3 or 4), both starting from the origin. Let D“(n) 
denote the number of points common to the two paths. Then there are con- 
stants C\2,Ci3 such that 

(i) &{DO(n)} > con'?, 

(ii) &{D(n)} > cis log n. 

Proor oF (i). Consider the points P in 3-space with integer co-ordi- 
nates whose distance from O is less than |/n. It is clear that if v3(P) is the 
probability that a path of n steps will enter P, 


sDrm= LT wPP= > > mOPr. 


1=|P|<n'! j=2"<n'? orl =| pj<or 
If 2”>|P|, we have, by Lemma 2, 


C14 5 4 

nh) 

(P)= = P| 2 
As the number of points P with 2”' =<|P|<2" is at least C152”, it follows 
immediately that 
&{D©(n)} = eign”. 


PRooF OF (ii). The same method works. As above, 


[+ togen } 
(DON) = oe, > MPP 2 ce oy 1> cs log n. 


ae a ® or-l=p|<or 


3 Acta Mathematica XI/3—4 
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REMARK 1. It is clear that there is a constant cir such that for any an 


and d=5 
1s &{D@(n)} < cx. 


REMARK 2. By carrying out the computations more carefully it is possible 
to prove that 
8{D (n)} = ersn"”(1 +0(1)), 
8{D (n)} = cio log n(1 +0(1)), 
&{D(n)} = cP(1+0(1)) | d@=5), 
for suitable constants Cis, C19, CH. We do not prove these as they are not 
required in the sequel. 


Though we do not require it, we prove the following lemma to com- 
plete our results: 


Lemma 9. Suppose II{(0, c), IIS?(O, o©) are independent random walks 
in d-space (d= 4), the first starting at O, the second at P where |P|—e 


and sé <n< 20°; then there are constants cs and cy) (d=5,6,...) such 
that 


; (4) F (4) C21 
(i) P{Z7~" (0, n) intersects I13’(0, 2)} < logn’ 


dy 
(ii) P{ZT{ (0, o) intersects 1§?(0, -©)} < ee for d=5,6,...: 


; PROOF OF (i). Calculate the expected number of points common to 
TTf(0, n) and ITS? (0, ©). This turns out to be finite. However, if there is 


an intersection between J7{” (o, Ei) and JT$(0, «), both paths can con- 
tinue independently after the intersection, both of them for at least [4 | 


steps. By Lemma 8 (ii), the conditional expectation of the number of points 
common is at least cis log given that an intersection occurs. (i) now fol- 
lows as otherwise the expected number of common points would not remain 
finite. | 

PROOF OF (ii). In the notation of Lemma 7, let pi(L),p.(L) be the 
probabilities that I1{?(0, oo), I7$°(0, ce), respectively, pass through the lattice 


point ZL. By using Lemma 1, the result (ii) follows immediately on summing 
Pi(L)p2(L) over all the lattice points with integer co-ordinates. 
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The main result of this section is contained in 


THEOREM 1. Suppose f(n) is Gi. integer-valued function of n which 
increases to infinity as n—+ and E is the event that the random walk path 
in d-space is such that IT(O,n) and II(n+f(n), ©) have at least one 
point in common. 


(i) For d=3, if f(n)—=n{y(n)} and y(n) is monotonic increasing, then 
P{E® i. 0.}=0 or 1, 


converges or diverges. 4 


@ 


according as 2 Say a2) 
(ii) For fe if f(n)=nwy(n) and wW(n) is monotonic increasing, then 
P{E® i. 0.}=0 or 1, 


@ 
according as converges or diverges. 
k 


1 
Sky) 
(iii) For d=5, if sup) yee gtk) ia) , then 
P{E® i. 0.}=0 or 1, 


@ 
’ 1 ; 
according as >, JM converges or diverges. 
a=] 


PROOF OF (i). Our first object will be to obtain 


3) Co4 
(3. 8) P(ES < Sa) 


for a suitable co, >0. Let Q@(n) be the number of integers r (OSr=2n) 
such that 7®(n-+-f(n), oc) returns to the point Ss(r). By (2. 2) it is clear that 


| 6{Q®(n)} < oy 
Thus 
Cos nl? 


(3. 9) | 8{Q®(n)} < Toy» 


since f(n) =n{(n)}? and y(n) ++ © as nN ~, 

As in the proof of Lemma 9 (i) we can estimate 6{Q®(n)} by another - 
method. If E® occurs, this means that there exist integers 1,72 withOSn=sa 
and r2>n-+f(n) such that Ss(r:) = Ss(r2). Now think of ®(r,,2n) and 


1 This condition is not really necessary for the truth of the theorem. It is inserted 
because it simplifies the proof slightly. 


3* 
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11®(rs, 00) as two independent random walks of length =n starting from 
the same point. Since r2>n{p(n)}? and g(n)—o, the knowledge that 
S3(r2) = S3(r) will have no appreciable effect on the behaviour of I oe 2n).” 
Hence by Lemma 8 (i) the conditional expectation of Q®(n) given E,,” satisfies 
8{Q (n)/EO} > coen'?. 
Hence | . 
8{Q(n)} = P(E) 8 {QO (n)/EM} > cogn"” P(En”). 

Using (3.9), this immediately establishes (3. 8). 

For k=2,3,..., let Ri be the event that (0, 2") and 1 (2* + 
+ 2'-1{@(2-1)\2, 00) have a point in common. By (3.8) 


_2C24 
g(2*) 
Hence, if > a converges, then > P(RY”) converges and, by Borel— 
Cantelli, 


(3. 10) P(Rt’) < (k= 2, 3,...). 


P{RY i.0.) =0. 


; eee 3) ; . 
But from the definition of RY, the non-occurrence of Rt” implies that no 
E® occurs for n-1 <n =n,. Hence 


P{E® i.0.}=0. 


Conversely, suppose Leay diverges. We have independence diffi- 
culties in applying Borel—Cantelli this time: instead we prove that there 
exists 7>O such that 


(3. 11) P{E® i.0.}>n. 


By the law of O or 1 this implies P{E® i. o.}==1, and so completes the 
proof of (i). 


Let Fy (k=2,3,...) be the event that (La, n| and (n+ 
+f(n),n+5f(n)) have a point in common for n= 2". Let Hy (k=2,3,...) 


1/2 
be the event that 17 (n+ f(n), n-+-4f(n)) returns within & n| of Ss Bt n| 


2 Strictly speaking the conditional probability distribution for {S3(r)—S,(r,)} 
(r; SrS2n) given S3(r,) = S;(r,), should be obtained. It can be shown by simple but 
laborious computation that the conditional probability differs from the ’free’ probability by 
a factor which +1 as n-oo; hence it is clearly justifiable to use Lemma 8 (i) with suit- 
able different values for the constants. 
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for n= 2". By Lemma 4, 


(3. 12) Play) >>. ao 


1/2 
and after having returned within i n| of Ss (4 n| there are still at least 


f(n)>n steps to complete (n+ f(n),n+5f(n)). Again, since 9(n)— ©, 
the departure from the situation of two independent random walks each of 
length =n starting at a distance apart Vn becomes negligable for large n. 
Hence by Lemma 6 (i), 


P(F/H®) > cor, 
so that, by (3. 12), 
; (8) C28 
(3. 13) P(F;’) > @(25) " 


Hence >’ P(F}”) diverges. Since Fi? c R®, it follows from (3.10) and the 
k=2 


fact that p(n)—> oo that P(F{”)+0 as k-+0c. Hence for any 7>0 there is 
a K=K(n) such that given k}=K one can find a k2=k, such that 
(3. 14) 2n< one P (Fe) <3. 

We shall show that, provided 7 is chosen small enough, (3.14) will 
imply 
(3. 15) PT Se Ry 


k,SkSk 


which clearly implies (3. 11). 
Suppose now that F;? has happened. This implies that there are inte- 


gers re, fs such that 2*!=735 2", 2+ 2M p(2') SS 2 +5: 2* {p(2")}° and 
S3(rs) = Ss(rs). In considering whether or not FQ, happens, there are at least » 


(16—5)2*{p(2*")}2> 5 f24) 


steps after r, before we look at I/® A +f(n),n+5f(n)) for n=2*4, The 
method used earlier for estimating Rf shows immediately that 


- (8) C29 
P {Fil Fi} <5 oper 


so that, by (3.13), it follows that / 
P (FO. 1 FO} <cs0P (Fr) P (Fis): 
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The same argument shows that for an integer / = 4, 
(3. 16) P (Fist Fr) < C30 P (Fi) P (Fri). 
If (3.14) is satisfied, (3.16) implies that 
PF U Fy} <3C30P (Fir), 
r<—4tsSk» 
so that if 7 is chosen small enough to ensure that 37c30< > it follows 
that for ki S4rsko 
1 
P{Far— Far n U Fy} > “a P (Far). 
4r<4tSk, 


Using (3.14), this clearly establishes (3.15) as required. 


PROOF OF (ii). A very similar argument will work. Instead of (3.10), 
(3.13) one obtains 


C31 4) C32 
G=pwery PRMY)> Fen: 


PROOF OF (iii). Define a sequence of integers by: m: is some fixed in- 
teger such that f(m)= 4, 


P(R)< 


Guna mys = m-+| > f(r) (kaw lout, 


o 


Under the conditions given it is clear that DS Oa converges or di- 
verges with the series a 


ice 
(3. 18) 2 Fra 


Suppose first that (3. 18) converges. For d= 5, let Q@(k) be the number 
of points common to J7@(0, nx) and 11(n.+ = flow], ~}. Then the ar- | 


gument used in (i) shows that 


d C33 | 
§{QM(A)} < Fin)}e OP 


Hence 


PQ*WEN < ana: 


By Borel—Cantelli, there is probability 1 that Q@(k) =O except for finitely” 
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_ many values of k. Further, if Q(k)—=0, then E® does not happen for 
m1 =SnsSn,. Thus 


P{E® i.0.)=0. 

Conversely suppose that (3.18) diverges. Let Fx” be the event that 
_ there is a point common to I7@(n,—f(m), nx) and (ne + f(r), n+ 
T,2f(r)). I By (3.17), under the conditions satisfied by f(n), the events 
Fx and Fit are completely independent when / = Coa where C34 is a suit- 
able integer. Hence it is sufficient to prove that > PER) diverges and 
apply Borel Cantelit 

Now if H{° is the event 


| Sa(mx)— Salm +F(1))| <(F(m))'”, 


then an easy computation shows that P(H;”) > cs?. Further, by Lemma 6 (iii), 


d) 


cf 
P(F, 1 H®)> Fm ay a? 


so that 


(d) 
(a) C36 
P (F; )> i) = 5 


Since f(n) is increasing with n and (3.18) diverges, it follows that 


> P(FY) also diverges. This completes the proof of the theorem., 
r=1 


REMARK. The result of Theorem 1 (ii) implies that there are infinitely 
many values of n such that Z7*(0, n) and IT*(2n, c) have points in common. 
A somewhat simplified version of the same proof is sufficient to prove the 
following interesting result: 


THEOREM 2. (i) Two independent infinite random walks in 4-space which 
start from any two given fixed points have infinitely many common points 
with probability 1; whereas two random walk paths in d-space (d =5) meet 
only finitely often, with probability 1. 

(ii) Three independent infinite random walks in 3-space which start from 
any 3 given fixed points have infinitely many points in common with proba- 
bility 1; whereas three random walk paths in d-space (d= 4) have only finitely 
many common points, with probability 1. 


The relationship between these results and those for Brownian motion 
was discussed in.the introduction. 
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4. Points where the past and future do not intersect. We first 
need to estimate the probability that two random walk paths starting from 
the origin have no points (other than their starting point), in common. 

For d=3, let ta(n) be the probability that two independent paths of 
n steps in d-space starting from O have no intersection. Let wa(n) be the 
corresponding probability for two paths, one of n steps, the other of infinite 


length. Clearly, 
Ta(1)=ta(2)=++-=ta(n)=..., 


(4. 1) 
Ha(1) 2 ea(2)2---Zua(nh=... 
and 
(4. 2) Ta(n) = #a(n) (n=1,2,...). 


Let Si(1), Sa(2),..., Sa(m) be the sequence of points in path J/h, and 
Si(1), Si(2),... the points of the path JZ. Put 
oa(r) — | Sa(r)|. 


Then we can enumerate the possibilities that Sa(r) is entered by Ji, but 
later points of /7; are not entered. This gives 


(4. 3) Ta(n) > Pol 


where p, is the probability that //. enters Sa(r) before the n™ step, since 
the probability of later non-intersection is greater than that for the non- 
intersection of two paths of n-steps. 


For d=3, by Lemma 2, 


1 | C38 
TFos(n\~ re? 


Pr > C378 by Lemma 6. 


Hence by (4.3) we have 
(4.4) t9(n) = 
For d=4, by Lemma 2, 


; 1 
p->co8} >, by Lemma 5. 


(1+ {e4(r)}? 
Hence by (4.3) we have 


(4. 5) s(n) = lore 
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To obtain estimates in the other direction, it is easier to use Ua(n). 


Clearly, for O=k, =n, 


(4. 6) ua(n—k) > Qk Tae 2) 22 =a P 


where q, is the probability that 272 enters S,(k) at least once. 

For d=3, the method does not give a good lower bound for «s(n). 
More complicated computations show that u3(n)=casn'*, but we do not prove 
this as it is not required in the sequel. 


For d=4, take bn] | Then, if Sy(k)=0, Jt certainly en- 


ters S,(k) at least once. If Sy(k) 0, then by Lemma 1, the probability that 
IT, enters rik is at most saree Since P{Si(k) = 0} <c4;/k, it follows 


Using Lemma 5 this gives ree 


that qk< + 26448 i 


i ord 
Pe iaiiie this in (4.6) gives immediately 


est 1 1 
([rogal |e 2 z hele jon)=! 


which implies immediately 


(4. 7) y(n) = 


Caz 
log n° 


@ 
For d=5, a similar argument shows that > a is a convergent series. 
| 


w([4 n| ex -+0(1) | 


(a) 


(4.8) wa(n) = chy. 
By (4.1), (4.2) it follows that for d=5, there are constants 7 =" >0 
such that 

(4. 9) y(n) = t(1 cL o(1)). 


In fact, the results of Section 3 imply that ca, for d@=5, and further 
that the probability of the non-intersection of two infinite random walks 


starting from the origin is also ty. 


Hence, if k; = EE n| : 


which implies that 
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THEOREM 3. For d= 3, let G(n) be the number of integers r (1 S=r=n) 
for which IT@(0,r) and IT*(r+1, c) have no points in common, then 


(i) for any e>0, 
P{G®(n)>n'et i. 0.}=0 


\ (4) (4)(n) | 
(ii) P}0= lim inf acpi 8 <lim ee = Cs} = 1; 
(iii) for d=5, 
(@) 
P tim e oe 14; >= 


PROOF OF (i). By (4.3), we have u3(n)=cs9n"'?, so that 


S{GO(n)} Ss C39 > FZ < e512. 
= 


Hence 


C52 


E sae 


1 
(3) __ pl /2t+e 
GO(n)> an 


so that if m,—([k?], the series 
EP | G® (ny) > > nip 
converges and there is probability 1 that there exists & such that 


Lie : ; : nk, 
G©(n.) S pepe: for k= ko. Since G®(n) increases with n, and eee 1 


k 
as k-+oo, this implies that for mSnSieu1, K=k, GO(n) Sn, 
r 
PROOF O P (4) (4) |e | See 
ROOF OF (ii). Let T(r) be the event that J/7 ( Fe =i] and 


(r+, r+lasen] have no point in common and let H™(n) be the 


number of events 7(r) which occur for 1=r=n. Clearly, 


(4. 10) H(n)= G@(n). 
However, by (4.5) and (4.7), 
C538 =p {T(r} ~s C54 
log 7 =P > lor r 
so that 8 
(4. 11) C58 = 6{H®(n)} sc, —— 


~ 1o aa logn sen 
Now the events 7 (k) and T(r) are completely independent whenever 


SOME INTERSECTION PROPERTIES OF RANDOM WALK PATHS 247 


k>r+4co om ny so that the variance o°?{H(r)} of H(n) satisfies 
4.12 2 {H (4) eg ee 
( ) og {H (n)} = Co6 (log re 

By Chebyshev’s inequality, using (4.11) and (4.12), we have 


i an. 
ice n & (log n)?’ 


(4.13) P }|H (0) —8(H(n)) 


For the sequence m= [e*'8*} an application of the Borel—Cantelli lemma 
shows that for every «>0 
4 (m,)—8fH® BLT. 
JH (m,)—8{H(m)}| = To 
except for finitely many integers k with probability 1. Since sie] 
k-—> oo, this implies that 


as 


en ee 


n> 


with probability 1. By ia ‘i (4.10) it follows immediately that 


|H@(n)—8{H(n)}|=0 


P lim oup oe er H AH (n)S c55( =1, 

which by (4.10) implies the right side inequality of (ii). 

By Theorem 1 (ii), there are, with probability 1, infinitely many integers 
n for which 
T®(0,n) and (n+ n{log log nj, ~) 
have a point in common. For such values of n there are no points of non- 
intersection between n and n+ n[log log nj, so that GM (n) = GM (n[log log n)). 
Thus it foilows immediately from the right side inequality of (ii) that 


P} tim inf! 3" GO(n) = gh 

PROOF OF (iii). For d=5, let T(r) be the event that 17 (r—[r*"], r) 
and 17 (r+1,r-+[r°4]) have no points in common and let H“(r) be the 
number .of events T(r) (1 Srsn) which occur. By (4.9), 

P{T®(r)} =7,(1 +0(1)), 

so that 
(4. 14) S{HM(r)} = nva(1 +0(1)). 

If k>r+4n34, the events T(r) and T(k) are completely independ- 
ent. Hence 
(4. 15)  PL{HO(n)} <esgn™. 
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The usual Chebyshev estimate using the sequence r= k'? (k= 1, 2,...) now 
establishes using (4. 14), (4.15) that 


(4. 16) | P| lim Wo) _ wal =I. 


n> oO 


However, from Theorem 1 Aa there is, with. probability 1, an integer 
mo such that for n=no (a) TO, n—[n*4]) and L7(n, oo) do not intersect 
and (b) 17(0,n) and (n+ [n34], 0) do not intersect. For n2=/ the 
difference G®(n)— H™(n) remains fixed, so that 


P| fim teeta 


n+@ n 


~o|=1 
This result, together with (4.16), establishes 
(a) 
P im G ea =7| = i, 


and completes the proof of the theorem. 


REMARK 1. The result of Theorem 3 (i) is clearly not best-possible: 
even the methods we have used san give a better upper bound for the den- 


sity ~ G(n). We expect that 7A s: G®(n) is bounded but did not succeed 
in proving this, 


REMARK 2. An obvious problem arises out of the result of Theorem 2 


(ii). Is lim sup 28 Gen(n) positive or zero? 


REMARK 3. It is clear that ta, the density of good points, increases 
with d. In fact, t2 +1 as d— oo, 
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ON SOME INFINITE SERIES AND A CERTAIN LIMIT 
PROPERTY OF REAL ENTIRE FUNCTIONS | 


By 
M. KUCZMA (Krakéw) 
(Presented by P. TurAn) 


In my paper [1] I discussed the functions! 


© 7? 
Sp) = 2 5 (61155905182, as) 


_and from properties of the functions S,(x) I deduced the following theorem 
on real entire functions: 


For every real entire function f(t) 


(1) him sup VFO] = tn tim sup VAY. 


If, moreover, f(t) #0 and f™(0) = 0 (n=0, 1, 2,...), then in the relation () 
the equality holds. 

Recently Prof. P. TURAN has raised the problem whether in the arate 
hand side of the relation (1) the sequence f(m) can be replaced by f(e,), 
where «, is any positive sequence such that 


The answer turns out to be positive, and the method used to prove the 
relation (1) is also applicable. However, as the paper [1] is not readily avail- 
able, I have decided to publish this slight generalization of the original 
result. 

1. Given a sequence «, with positive terms, fulfilling the relation 


lim —A (0<A<~), 
we shall denote by 7,(x) the sum of the series 


T,(x) => ache” (f= OFOP ON 2a, 3), 
n=1 
I shall prove the following 


1 The functions S,(x) were also investigated by P. Vermes ([2], p. 79). 
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THEOREM I. For every x >0 


UT A 
(2) im |/ wa 


Proor. Let us assume at first that A= 1. 
We consider the series 


2 Pah Sf 
(3) 22 eda O) 


p=0 n=1 p! 


where ¢ is a parameter, ¢>0O. Since the terms of the series (3) are positive, 
we can change the order of summation. We obtain 


(4) ey eae > as 


n=l p=1 p! 


We put 0% x—t. Thus the series (4) can be written as 


- She, 


n=l] 


For n sufficiently large we have 


Gn |d| 
 —4\< at: 
Hence, if d > 0, 
Gn ae) br a oO 
n e. 
whence 
Gn ede 
(et) nae, 
and consequently the series (5) converges. On the other hand, if 6 <0, then 
we have by the inequality yanks = ta) 
i On a oO 
n at2 


whence 
Ly & O 
(—1)-0> a” AY ee 


and consequently the series (5) diverges. Thus the series (5) converges for 
x>t and diverges for x <¢. Consequently, also the series (3) converges for 
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x >t and diverges for x<¢. Hence we obtain the inequalities 


p 


tim sup |/ 22 —lecior. xt 


p>o p! 
and 
go = —— 
t lim sup | 720) TO DG Ee ee ang 
p> p: 
whence 
p 
: T,(x) 1 
6 ee age 
(6) im sup |/ a a 


Now, from the evident inequality 
-[2]= 
Te) “eye . 
({a} denotes the greatest integer not exceeding a) we have 


P= sel ae sala 


ix 
Hence, on account of the relation 


pro D x 
we obtain 
Pp 
SEES ET Ey) an 
(7) im int |/ 2} Bio 


From (6) and (7) it follows 


DP 
lim /22 et 
pro p!} x 
Now, let A be arbitrary, O0< A< ©. We put 


Gn 
oar 


and 


Riixiepepeee 2) kc; pen0, 1, 2, .. 
n=1 
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On account of what has just been proved 


pro p! x 


whence the relation (2) follows. This completes the proof. 
Now, let uw» (p =0, 1, 2,...) be an arbitrary sequence of real numbers. 
A consequence of the above theorem is the following 


THEOREM II. The series’ 


>, UT, (x) 
p=0 


converges absolutely for 
| fe oe B: 
x>Alim sup |/|u,|p! and diverges for x<Alimsup )\u,|p!. 
pro pro 


PROOF. We have 
Pp 


#5 nat a eae pee Are Meee: 
lim sup )|u) T)(x)| = lim ppik iim sup //ju,|p! = = lim sup V|up|p! 
pro p>@ ° poo pro 
whence 


p “iv p 
lim sup /|u,7,(x)|<1 for x>Alim sup //Ju,|p! 
p->@ pro 
and 


Die aes ad Se, 
lim sup /|u, 7,(x)|>1 for x<Alimsup \/|u,|p!. 
p> @ 


poo 
This completes the proof. 
2. Now I shall prove the following 
THEOREM III. Let f(t) be an arbitrary real entire function. Then 


(8) A lim sup OY = In lim sup \ift@ol. 


If, moreover, f(t)£0 and f(O) = 0 (n=0, 1, 2,...), then in the relation (8) 
the equality holds. 


Proor. We form the series 


(9) DU To(X) = DD uperne™ 
pe poy n= 
1 : 
where ney f(0). This series converges absolutely for 


p Pp a 
(10) x > Alim sup )|u,|p! = A lim sup) |f(0)| . 
p->o ‘p> @ 4 
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Thus for x fulfilling (10) we can change the order of summation in the 
double series (9). Consequently, the series 


(11) paps Uupare”” — = f(ane™ 


converges for x fulfilling (10). But, on the other hand, the series (11) is 
known to converge for < 


(12) x >In lim sup Vine ; 


Hence the inequality (8) follows. 

If up 20 (p=—0, 1, 2,...), then the double series (9) and (11), as series 
with positive terms, simultaneously converge or diverge. Thus both the right- 
hand sides of (10) and (12) must be equal. This completes the proof. 
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A Acta Mathematica XI3—4 


O TPMTOHOMETPHYECKOM (0, 2)-MHTEPNOJMPOBAHUM 


O. KALI (Bygzanemr) 
(Mpegctasneno I. Typanom) 


§ 1 


Hactosai 3aMeTKa MpHMbIKaeT K PAy paOoT, MOCBALIEHHBIX TeOpuu 
(0, 2)-wHTepnOnNAMOHHEIX MHOrO“NeHOB. Tak MHMUMaTOp M3y4eHHA JTUX MHO- 
rowneHos Il. Typau Ha3Ban mHOrowteHbt R(x) He BbIe 2n— 1-of crenenu, 


_ YAOBNETBOPAIOLUMe B y3aX X,, X2,..., Xn YCAOBAAM 
i: (Xx) = ak 
(Xe) = By Ut cake, é uy 


Syech a, WM 6 HeEKOTOPble 3ayaHHble 4ucqa. 

B caa3su c (0, 2)-MHTepNOAAMOHHBIMH MHOFOWTeHaMM ObLIM MOCTaBIeHbI 
cyenyrollmMe 3aya4n: ; 

1. [na faHHbIX y30B HHTepnomMpOBaHuA CyUeCTByeT IM eMHCTBEHHBIi 
(0, 2)-MHTePNOAAUHOHHbIM MHOTOWIeH Mp JOObIX 3Ha4eHMAX 4MCeN a, U B? 

2. Tlycrb 4A HEKOTOPHIX y3I0B Mpembiyulad 3aga4a peulaeTca NoOOKH- 
TeIbHO. HavitTH ABHBIM BH dbyHAaMeHTaJIbHBIX MHOFO4eHOB MHTepnoAMpoBaHua, 
T. €. TAKHX MHOFO4JIeEHOB He BbILe 2n—1-o CTeMeHM, KOTOPbIe yOBIETBOPAIOT 
_ YCOBMAM 


_)1, ecm j=k, 
nod—=|} ecm j+k, 
Fe (%j) = 0, feel t 2 
0x(x;) =0, U; 9 My every ), 


eee ec leecih.. J <aK, 

e xs) =| 0, ecam jk. 
(C ux momoupio (0, 2)-MHTepNONAUMOHHBIK §=MHOTO“eH MO)KHO MpeACTaBATb 
tbopmy10u | 
Ry (x) = & [eu re(x) + Bi ex ()].) 


k=1 
3. Tlyctb qa O€CKOHEYHOH MOCEMOBaTebHOCTH CHCTeEM Y3JI0B Xj,n, 
Xo,ny--+)Xn,n MepBad s3ayada pelllaeTcA MOMOKUTENbHO. O6o3Ha4uM 4epes 


Trn(X) WM Qx,n(X) byHaMeHTANbHbIe MHOFOWICHbI, COOTBETCTBYIOWME STHM Y3/1aM. 


— 7 
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Kaxue ycloBua cilelyeT HaNOKUT Ha cpyHKuMio f(x) HM 4MCcIa 8, , HA Toro, 
YTOObI NOCIEMOBATEJIbHOCTh MHOFOYJICHOB 


(1) Ln 0) + Binh a) 


PaBHOMepHO CxOfMsIacb Obl K f(x)? 

Ilpupegem nosyyeHHble 0 Cux mop pesyIbTaTbI, OTHOCALIMeECA K STUM 
3aja4anM. . 
EcJiM BelJ@CTBEHHbI€ y3JIbl PaCMOO)%KeHbI CHMMETPHYHO OTHOCHTEJIbHO 
HYA M 4HCO UX YeYeTHO, TO MNepBad 3afja4a pelaeTcA OTpuyaTenbHO. [lycTb 


. 1 
y3uIbl CyTb KOPHM yJIbTpacdpepwyecKkoro MHOroweHa P® (x). Ecan Ata 4eT- 


Hoe 4ucIO HW n=A+— 


1 1 
HO eCJIM 42a) Atay He e€CTbh Y4eTHOe 4HCIO HU N=4 4eTHO, TO NepBaz 


3aya4a pelllaeTCA MOMOKUTeEIbHO.’ OHA HMEET NONOKUTEIbHOE PeLeHHe UV B 


Q” TO 3Ta 3affada TAaKOKe HMCCT OTPHLUATEIbHOE PpeLlleHHe, 


eit?) = 
TOM Cjly4ae, ecIM N=2 M Y3JaMM ABIAIOTCA YMCA exp i fons 


ABHbIK BU PyHJaMeHTAJIbHBIX MHOFOWI€HOB MOJyYeH WIA Cay4aa, Kora 
y3JIbl CYTb KOPHA MHOrowIeHa 


IT, (x) = (1 —X*) Pn-1(X), 
rye P,-1(x) MHOrowieH JlexkaHApa n—l-of cTeneHw HM MX 4MCMO YeTHO,’ a 
Yee 
TakWKe [JIA Cly4aA y30B exp ik. 


Jia aTHX >Ke y3OB MCCeEMOBaHa CXOAMMOCTh MHTePNOAAWHOHHOTO npo- 
yecca. B neppom cryyae MHOrowleHbI (1) CxO_aTCA paBHOMepHO K f(x) Ha 
otpeake [—1, +1], ecum cpynkuna f(x) yqoBeTBOpseT ycOBHIO 


(2) f(x+A)—2f(x)+f(x—A) =0(h) = (—1Sx—A<x+hs+}), 


a 4NCIa Py,» YCIOBHIO 


Bia=0(n), Bras eae (k= 2, 3,...,2—1), Ban = 0(n’*). 


1 J. SurAnyr and P. Turn, Notes on interpolation. I, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 
6 (1955), ctp. 67—79. 


2 O. Kuw, Sameyanna 06 erst ial aa Acta Math. Acad. Sci. Hung., 11 
(1960), crp. 49—64. 


8 J. Batazs and P. TurAn, Notes on interpolation. Il, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 
8 (1957), crp. 201—215. 
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Ycnopwe (2) He MOKeT ObITb 3amMeHeHO ycaoBMem JIunumMua c noKasaTereM 
@<1, axe ecu Bce &,, PaBHEI Hys10.** 

Bo Bropom cayyae jd CxO_MMOCTH MHOrowteHOB (1) B Kpyre |x|<1 
AOCTaTOYHO HeMpepbiBHOCTH dbyHKuMN f(x) B 3TOM Kpyre, ee aHamMTMYHOCTU 
npu |x|<1, BbinonHeHMA ycnoBua JunH4—JIMnuMua J14 MonynA HeMpeppHIBHOCTH 
dbynkunn f(exp ix) (agecb x BeLeCTBeEHHO) HM COOTHOWeHHA 


n? 
Be,n = (a) (K==1,2;..., 2). 


B HacTosilei 3ameTKe 3afa4u, O KOTOPbIX FOBOPHAOCh BBILLE, pelaroTca 
AJA Cy4ad, KOra MHTeEPpMOAMpOBaHHe MpPOM3BOAMTCA TPMrOHOMETPHYeCKMMU 
MHOFO4JICHaMM He BbILUe 4YeEM N-OFO MOPAKa, aB Ka4yeCTBe y31I0B MHTeEpNO.IN- 
POBaHUuA BbIONPAaIOTCA TOUKU 


27 


aad rt (k =0, 1,...,a2—1). 


JloKa3biBaroTCaA cyu1eqyrouyMe TeOpeMbI : 

Teopema 1. Ecam uncno yanop 4eTHO, TO (0, 2)-MHTepnoAUMOHHIN 
MHOFOWIeH, BOOOWE TOBOpA, He CyLIeCTByeT. 

Teopema 2. Ecam 4ucno y3i0B He4eTHO, TO MpM m06bIX a, KH Bj Cy- 
WIeCTByeT eAMHCTBeHHbIN (0, 2)-MHTePNOMAUMOHHbIM MHOTOWIeH Bua 


n-1 


(3) aot > (a; cos /x + 6; sin jx) +a, cos nx. 
= 
@ynaMeHTabHble MHOFOWIeCHbI MHTEPNOJIMpOBaHHA MMEIOT BHI 


bx <1 (n—j) 


(4) ante CP cos je—x)| 


n-1 


© xw@4/t+s 


Teopema 3. Ecau Helpepuipias nepvoguyeckaa dyHkuua f(x) yqoBer- 
BOpaeT yCJOBKIO 
(6) f(x—h)—2f(x) + f(x +4) = off) 


uM 


cos j (x —Xx) — cos n(x—x) 


Bx, n= 0(N) (k=0, 1,...,2—1), 


4 J. Batdézs and P, TurAn, Notes on interpolation. Ill, Acta Math, Acad. Sci. Hung., 


9 (1958), crp. 195—217. 
5 G. Freup,. Bemerkung iiber die Konvergenz eines Interpolationsverfahrens von 


P. Turan, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 9 (1958), -crp. 337—341. 
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TO MOCeLOBaTeMbHOCTH (0, 2)-HHTEPNOAWUMOHHBIX MHOFO4CHOB 


DLC) n 2) + Bs nt 0) 


PpaBHOMepHO cxoguTca kK f(x) Ha BCeH BeleCcTBeHHOM oOcu. Ycnosue (6) He 
MO)KeT ObITb 3aMeHeEHO ycuoBMeM JIMmluMua C NOKasaTenem @<1, AaKe eC 
BC€ Px,n PaBHbl HYJINO. 


§2 
JlokasaTenbcTBo TeopeMb 1. Sanmwem ycnoBua 
Ry (Xx) = 
(7) (Xn) = Br (k=0, 1,...,n—1), 


KOTOPbIM JOJDKEH yAOBeTBOpATh (0, 2)-HHTEPNOAUMOHHBIN TPHrOHOMETPH4eCKHit 
MHOTO4WJIeH 


R, (x) = a + >’ (a; cos jx + 8; sin jx), 
j=l 


B pa3BepHyTOM BHje: 


+ > (a; cos /xx+ 8; sin jx.) = ax . 
im (ke Oly. eed 


— 2 (a; cos fx, + 6; sin xx) = Bx 


Ecam n 4eTHO, TO B 3TAX YPaBHEHHAX KOSdPHUMeHTH! NPH Oyo H Oy 
PaBHbI HYJIO, Tak Kak 


(8) sin-4 x, — sin 1“ ¢ — sin xk =0, 


sin Nx, = sin 277k = 0. 


Tloatomy OcTasibHbie 2n—1 HeH3BECTHBIX Q;, HK 5, AOIDKHbI yAOBNETBOPATD dTOM 
cucTemMe M3 2n ypaBHeHHii. HO 3TO BO3MO)KHO JIMUIb [IA MCKIIOYMTEAbHBIX 
3HaveHHi @ M fj. CnenoBpatenbHo, ycnoBua (7), BOOOUIe roBopsa, He ysOBNeT- 
BOPAIOTCA, YTO HM TPeOOBANOCh fOKasaTb. 
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§ 3 


Bo BceM jlabHeHUIeM H310)KeHHM, 34 WCKIIOYCHHEM JIeEMMBI 9, Oyfem 
C4MTaTb N= 2m--1 HeYeTHBIM HaTypaJIbHbIM YHCJIOM. 

JlokasatenbcTsy BTopo Teopemb! npesnouiem YeTbIPe BCMOMOFaTeJIbHbIX 
mpewioxKenun. “WToObl yNpOcTuTb BbIKMaJKM, MbI CHa4ala M3y4HM moBefeHve 
byHKUMK 


(9) FAX) wel oP aS =P cos jx, 


n—1 


(10): G(x) = 5 pyaar, Dj 18 pq cos nx, 


-C MOMOLbIO KOTOpbIX cburypupyloulue B TeOopeme 2 BEIPAKeHHA U(x) uw v(x), 
OYeBHAHO, MOryT ObITb MpefcTaBeHbI B Bue 


(11) tn(x) = — F(e—m) 
s (k=0,1,...,n—1). 
(12) vx (x) = ay G(x) 


Jiemma 1. CnpapennuBo ToxKgecTBO 


> ae x 
sinn— 2 4 
2 1 . x easint—sinnt 
(13) DO eae ak a oa 
sin > 


JlokazsaTeabcTsBo. Kak uapectHo, ecnd n=2m-+1, TO 


sinn PS 
——— = 1+42 $'cos/x. 

(14) nas + 2 j 
net 


Iipuctynaa K npeoOpasopaHuio BTOporo cnaraemoro mpaBoi yacTH (13), 
npexKe Bcero BBesemM OOOsHaYeHHe 


m-1 


(15) C()=4 D (m—jcos (2j+ 1)t 


MK JOK@KEM TO)KIECTBO 


nsin ¢—sin nt. 
(16) a ! CW ae a7 e cos f¢. 
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Tak Kak 
(17) 2 sin tcos (2/-+ 1)t=sin (2/-+ 2)t—sin 2/t, 
TO As 
5-C(f) sin t= > (m—/) [sin (2) + 2)t—sin 24] = 
I= 


m-1 
= sin 2mt+ 2 [(m—j+ 1)?—(m—j)’] sin 2jt = 
j= 


= >) [2(m—/)+ 1] sin 2/t. 
j=l 
Ucnonb3yA paBeHcTBo 
2 sin ¢ sin 27t= cos (2/—1)t—cos (2j/+ 1)t, 
nowy4aem 
C(t) sin?t = > [2(m—/) + 1] [cos (2/—1)t—cos (2j + 1)f] = 
j=l 
m—1 


= (2m—1) cost—2_> cos (2j-++ 1)t—cos (2m + 1)t. 
rp | 


Ortciona wu u3 (17) cnegyeT WOKasbIBaeMOe TOMKeECTBO (16): 


m—-1 


2C(t) sin’¢ = (2m—1) sin 2t—2 > [sin (2/-+ 2)t—sin 2j¢] — 
j= 
—[sin (2m + 2)t—sin 2mt] = (2m-+ 1) sin 2t—sin 2mt—sin (2m + -2)t = 
= 2(2m-+ 1) sint cos t—2 sin (2m-+- 1)t cos f = 2(n sin t—sin nf) cos t. 


IIpofomxaa mpeo6pasopanue BToporo cylaraemoro mpaBok yactu (13), nonzy- 
yaem u3 (15) 


[cinarma Sd =I" sin (2) +1) >: 


te] s 


Tak Kak 


(18) 2 sin (2m + > sin (27+ N>= cos (m—/j)x—cos (m+j+1)x, 


TO 


sin ng | Cat = 2S OF [cos (mj) x—cos (m ++ 1)x] = 
(19) | 


m 32 m \2 
=2| ral (n—/J) ; | 
n—2 cossxt 2) 37 cos jx]. 
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- Ouesuguo, 
(20). he pein fs if) 
n(n—2j) © 


Oe 7 ian n(n—2j) 
Vs (14), (19) u (20) caegyer 


P x 2 
sin n — ar 

2 , a 2m n—jy : 

ny | Cat 1+ 7 2 a regal 


sin — 
. 2 
Conoctapiaa 9TO paBeHcTBo c (16) m (9), momyyaeM OKasbIBAeMOe TODKAe- 


cTBo (13). 
Jlemma 2, Cnpapeznuso ToxKecTBO 


z 
G(x) =sinn = | sin nt ctgt dt. 
0 


(21) 
Jloka3aTe€NbCTBO. Tak Kak 
sin nt cos t=-5 [sin (n—1)t+sin (n+ 1)f¢] 
Maa [= 2A 
an Ht 2 S'cos (2j/+1)t 
sin t 
TO Mpv HeYeTHOM 7 
See ee anes 
2 sin ft Bi a 


sin nt ctg t= =e, 


m+1 m=1 


m=—1 
= >'cos (2j+ I)t+ 2 cos WAP I)t= 2 > cos (2j-+1)t-+ cos nt 
je j= 


Orcioga, u3 (10) u (18) monyyaem joKasbiBaemoe TOMKeCTBO (21) 


s 
sin n al sin nt ctgtdt—= ST an [cos (m—Jf)x—cos (m+ f+ 1)x]+ 
+ 


1 5 
i me cos nx. 


at —cos nx] = APS: 
fi n— 


Sia 
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Jlemma 3. ®ynxuna F(x) yOBIeTBOpHeT yCJIOBAAM 


i n, ecan k=O, 
ca Bi) = 0, ecu O<|k\|<a, 


(23) F’'(x)=0 (Os|kl<n). 


JlokasateabcTBo. “UtoOnl yOenuTbca B CnpaBeMBocTH (22), focTa- 
TOYHO 3aMeTHTb, 4TO, KaK MbI BHJEJIM BbILUE, 


ola, ad 
sin n> lee 
2 1. x pasint—sinat 
F(x) = ; te, Saleetp 7g con Ee 
sin oy 
(8) sin 5 X= 0 
uM 
Cop 
sin n> 
lim ———— = fn. 
«a=0 eG 
sin > 
IIpuctynaa kK fOKasaTebcTBy (23), AA yNPOLWeHHA BbIKaIOK NOJOKUM 
nsin t—sin nt : 
(16) C(t) te tee eae ice t, 
{4 Fete 
(24) H(x)=——+—| C(dt. 
sin > ae 
2 
\udcpepenuupya Tou ecTBO 
F(x) = H(x) sina 5 
no npasuny JledOunua, nonyyaem {ecan i He wWe10e sca] 
2 
F’ (x) = H”(x) sin n a +n H'(x) cos n ead H(x) sinn a 
2 204 2 
Orciona, u3 (8) uM paBencTBa 
(25) cos > x, = cos k= (—1)"" 


2 
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calenyet 
F” (xx) = (—1)!"'nH’(xr)— (O<|k| <a). 
Saecb 
] 
COS > Xx 
1 2 1 1 
i) se ee | 
) ack ay +2q¢(a*} 
sin’ 5X: 
Ho B cuay (16) u (8) 
COS — Xx 
1 2 
Cl x,J=n — 
E x it 1 
n @ Xe 
Ilostomy 
Hf’ (x) = 0 


H, CJI@OBaTeJIbHO, 
F’(x)=0 (0<|k\<a). 


OctaeTca 0Ka3aTb, 4TO 
F°O)=0. 


[paxabl yuddpepenunpysA paBeHcTBo 


LAE Sonal Ua ato pas = cos jx 


gual 
Mu nonaraa x =O, nonyuaem 
ut aoe amet 


N jai 


Bavgy He4eTHOCTH A 4HCO CaraeMbIxX CTOALeCH CnpaBa CyMMbI 4eTHO. JlerkO 
BUeTh, YTO N— j-0e€ CNaraeMOe OTIMYAeTCA OT /-OFO JIMUIb 3HaKOM. IloaTOMy 
CyMMa paBHAeTcA Hysio. CrefoBaTesbHO, 
F’ (0) =0, 

4TO HM TpeOOBaIOCh fOKa3zaTb. 

Jlemma 4. ®ynxuna G(x) yqoBieTBopsxeT yCOBMAM 
(26) G(x) =0 (OS|k\<n), 
ecm k=O, 


nr 
(27) G" (m=) 2’ 
0, econ O<|k\ <a. 
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JlokasateabcrTBo. (26) cnegyet us (8) u 


2 
(21) G(x) =sinn >| sin nt ctg t dt. 
0 


IIpuctynaa K qoKazaTenbcTBy (27), MOO>KAM 


c(t) = sin nt ctg ¢, 


I(x) = | c(t) at. 


Bly >. 


J\udbcpepenuupyaA TOKTeECTBO 
G(x) =/(x) sinn 5 


no npapuny Jle#Ouuya, nomyyaem 


G” (x) = 1" (x) sin n> yn I’(x) cos n = _ I(x) sin n >. 


Orcioga, u3 (8), (25) wu onpegenenua /(x) cnenyeT 
G's) =(— 1)" alm) =(— I)" Fe F x 
Ho 
] o th 
c E x] = sin > X ctgx, = 0, 
ecru O<|k|<n, u 
c(0) =lim sin nt ctg t= an. 
t=0 
' Jlokasbipaemoe paBexHcrBo (27) aABIAeTCA CeMCTBHEM TPex MOCeEMHUX COOTHO- 
WeHHH. 
Jloka3saTeAbCTBO TeOpeMBI 2, Tak Kak 
cos j(x—Xxx) = cos jx cos jx, + sin jx sin /x,, 
cos n(x—x,) = cos nx, 
TO *yHKuHU 


1 2 n-1 “eet : 
it;,(x) = rs 1 ie Gap cos je—m)] 
n-1 


tax) = w ape + 2a 


1 
reme P i(x— Xi) —7 7 COS n(x—x)], 
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sburypupyioulme B Teopeme 2, aBaOTCA TPHTOHOMETPHYeCKMMK MHOFO4UeHaMH 
Bua 


n—1 


(3) a+ > (ar cos kx + b, sin kx)+- a, cos nx. 


= 


Kak MbI yoke OTMeTHJIH, 


U(x) = - F(x —xx), 


2 
1,(x) = ei G(x—x;). 
IIpuHumaa BO BHUMaHHe (22), (23), (26) u (27), nomyyaem orcioga 


1 hole ecm | 4 =k, 
As) =a Fs) =] O, ecamu yak 
i 
Ui’ (Xj) = —- FP" (Xj-«) = 9, 
/) (j,k =0, 1,...,2—1), 
tr (Xj)=—= —y G(xj-1) =O, 


i ecan j=k, 


raster Veen tel 
VK (Xj) = 73 G (%j-4) = O, eciM J#k. 


M3 cka3aHHoro CJlefyeT, 4TO yHKWMUM wW,(X) MU 7,(X) ACWCTBUTebHO AB- 
JAHOTCA yHJaMeHTaJIbHBIMM MHOrOWIeHaMH (0, 2)-uHTepnomMpoBaHHua Busa (3). 
TpwFOHOMeTpH4eCKHA MHOTOWIeH Ba (3), YOBNETBOPAIOLIMK yCOBMAM 


Ri(Xx) = Ce 
(7) Rn (Xx) = fe | 


O4eBMHO, MOMKET ObITh 3anucaH B dopme 


(hee 0, lo 0:..n—l)), 


n=l 


R,(x) = pa [ctx x (X) + Bx re (X)]. 


CnegopatetbHo, (0, 2)-MHTepNONAWMOHHBIM MHOrOWIeH Bua (3) cyllectByeT 
Mp s1060M BbIGOpe 4nCen a, UM fy. 

V3 cyuecTBOBaHWA 9TMX MHOFOYWIeHOB CilesyeT M MX €fMHCTBEHHOCTH. 
YToObI OKa3aTb STOT *akT, MepenMulem ypaBHeHHs (7) B Bue 


-1 
det: >, (a; cos fxx-+ 6; sin JXx) + An COS NX, = Ex 
ee (K=0, 1,...,2—1). 


n=l 


— > (a; cos jx, +5; sin fx.) — Nan COS NX; = Pr 
2 J fi 
j= 
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Ota CHCTeMa ypaBHeHHH pa3peliMMa Np OObIX @ WH & B TOM HM TOJbKO B 
TOM CJly4ae, ECM €€ PeLUEHHe eHHCTBEHHO, 4TO MbI HM XOTEM AOKA3aTb. 
JlokazaTeIbCTBO TeOpeMbI 2 3aBePLUeHO. 


§ 4 
JlokazaTebcTBy TpeTbeH TeOpeMbl MbI TaKKE MpeANOUIEM HECKOJbKO 
JIeMM. 
Jlemma 5. Wmeet mecto HepaBeHcTso 
(28) | F(x)|<5n. 
JlokazsateabcTBo. U3 ,oKazsaHHOrO BbILUe TO*KMeCTBAa 
sin n . 
Pi x -nsint—sin nt 
13 F(x) = ———— + — sina | ———————_ 
(13) (x) are ee a sate Cost at 
sin — : 
2 
M HepaBeHCTBa 
|sin nt|Sn|sin ¢| 
nosyuaem 
w 
1 an sin f—sin nt 
—sinn 
(29) |F(x)|<n sat) atggintesiomade (=x<n7). 


YToObl OUeHMTh CTOAUIMH 39eCb MHTerpan, pas0Obem ero Ha Ba, pac- 


NpOcTpaHeHHble Ha OTPe3kH (0, | F& a COOTBETCTBEHHO. Tak Kak MpH 
It 
Vere oy 
2 
ry 
x>sin x> , 
ate 
6 
TO 
. * nt—(ni—2t 
Qn . ° nN —— li ——— 
n sin t—sin nt ° ( 6 ce 
J Ry sith: ee dt<| hE of 
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Cc mpyroii CTOPOHBI, 


Se ae 
= nsint—sin nt ( n 
sin’t a sin’t * sin? an ots 


Tloato my 


4 
z 
n sin f— sin nt ie oe aks s 
apa aie sin*t (E+ 3) cant 


Orcroga wu u3 (29) nonyyaem (28) ana O= x57. Ho F(x) 4etunii Tpu- 
rOHOMeTpH4ecKHH MHOrOWIeH. Toatomy (28) BbiINoHAeTCA AIA BCeX X, YTO M 
TpeOoBasIOCh KOKa3aTb. 

Jiemma 6. Cnpapegiuso HepaBeHcTBO 


= U=041,42..). 


Fait | > 


(30) 
JlokasatTenbcrTso. U3 (13) caenyet 


nsint—sin nt 
sin*t 


1 1 
+—. 
Cree POLL rae 


sin +4] 


cos tdt}. 


F | ei+ 2 |=" ay 


Tlostomy 


cd 
Qn 
1 —sinnt ae 
le le+2 #lle144[% 2 Sin (on Bt cos td (j= 0, 1,..., m). 


NMonaraa n=3 (npux n=1 (30) o4eBuqzHO) M NPHHAMadA BO BHAMAHHe Hepa- 


BeCHCTBa 


glia x? z) 
x>x—— 6 oh 1207 sin x>X——& Qax< a |? 


oA V3 Bi 
COS X >COS — = > [o<x< zh. 
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nomy4aem OTCosa 


ee ne vf] 


° cA 
eles 2|)a1+ BSI Seer aS ein PO a. 
He 
- eal eden Bie pale 
alae Sint} 1+ |i" ia 2880" > 
V3| x a Pe 
> 2 |12~ 2880 n>— (j=0, I,...., mM): 


Bpugy Toro, uTo F(x) ecTb 4eTHbIM TPHrOHOMETPH4eCKHH MHOFOYJIeH, 9TO He- 
PaBeHCTBO BepHO Mpu s106bIx /, 4TO M TpeOOBaOCh OKAa3aTb. 


Jiemma 7. Vimeet mecto HepaBeHCTBO 
(31) |G(x)|<2. 


Jloxa3satenbcrso. Ilyctb 


O<x<7, oR pcx (b+ 1), 
OuvesryHo 

mw az 
Ate? > 
sinntctgtdt= >’ | sinntctgtdt+ { sinatctg tat. 


0 i=0 
FB Ale 
n 


——> 1/8 


n 


Tak Kak B CTOALeM cnpaBa /-+ 1-om uHTerpane /; 


ctgt>0, sign sinnt=(—1), 
TO 


(32) | signi=(—1) (/=0,1,...,4). 


Baugy Toro, 4T0 dyHkyua ctg¢ crporo yOpipatoiwas, a |sin nt| = -nepwoausia, 
CpaBefJIMBbI HepaBeHCTBa 

(33) [ol >|] >+++> [fel 

Tloatomy 


x 


2 . 
O< | sinntctgtdt<I. 
0 
Ho B i 


O<sinnt<nsint, O<cost<1. 
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(MoxHO cuntaTh n= 3, Tak Kak npu n= 1 (31) O4eBKAHO.) CreqopaTebHO, 


= = = 
=| sin at cgtdt— | a nt nos tat<| nat=ax. 
sint : 
Tloatomy 
0<Js sinntctgtdt<a. 
0 
Tak kak 
fiaatae a: 
(21) G(x) = sin n= | sin nt ctgt dt, 
Q 


TO (31) umeet Mecto ama O<x=2. Ho G(x) ectTb 4eTHbI TpuroHOMeTpH4eEc- 
Kuw MHOroUeH. Tloatomy (31) ,OJDKHO BbINOAHATBCA JIA BCeX X, YTO M TPe- 
OoBaIOCb OKa3aTb. 


JiemMma 8. Cnpapeniuso HepaBeHCTBO 


(34) olei+n3| eo ‘(cea 
Jlokazsatenbecrso. M3 (21) nonyyaem 
(a)e 
(35) ala+n2]=Cs | sin ntctg tat. 
Tak Kak : 
(3) es (+3) 
i sin ntctgtdt— >" | sin nt ctg tdt-+ | sin nt ctg tdt 
Fs : 


M JIA CTOAMIMX CnpaBa MHTerpanoB /; umeeT MecTO (32) u (33), TO 
Q7¢ 
(3)F 7 


J sin ntetg tdt> +h= J sin nt ctgtdt (0<j=™m). 


Shade CTOALIMM CMpaBa MHTerpa. 
7 


j sin nt ctg tdt—=| sin nt |ctg¢—etg(t+)] at> 
0 0 ; 


|¥ 


sin nt ete t—ctg (¢ + sa) dt 


5 Acta Mathematica X1I/3—4 
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(Mei cuvtaem, uT0 n=3, [Ip n=1 (34) o4eBugHo.) Ho 


ctg i— ctg(t+4 2) = $084 sad 
sin (+-} 


cos ¢ sin (r+ 2) — sin f cos (1+ sin Lt sin Ae, 
a - Nn Ries n re —n i5 
sin f sin (i 3 el sin ¢ sin (-4+-] sin f sin 2 r 
1 1 
ETRE BETS; fy 
2 sin t cos — sin 
Tloatomy 
kd = =e? 
ni sin ng hai 1 
| sin ntctg tat > > ay Soil ; dt—-. 


CnenosatenbHo, npx O<js=m 


(36) [ sin ntctg tdt>—. 
i 2 


STO HepaBeHCTBO BepHO M AA j==O, TAK Kak 


a x 
2n 

{ sinntctgtat—| ant cost dt> 

0 0 


2n 
2 yee KR 
>| an cos —-dt> > >a: 

Via (35) n (36) (34) cnegyer npu j=0, 1,...,m. Baupy yetnoctu u 2z27- 
MepHomM4HOCcTH G(X) 3TO HepaBeHCTBO OUKHO BbINOAHATKCA AA MOOKIX /, 
4TO HM TpeOoBaOCch OKa3zaTb. 


Jlemma 9. [lyctb HenpepbiBHaa nepwoquyeckan cbyHkuna f(x) ynoBaer- 
BOPACT YCJIOBKIO 


(6) S(x—h)—2f(x) +.f(x+ A) = ofA). 
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Cyujecrsyet nocneqoBaTeAbHOCTh TPHrOHOMETPHYeCKHX MHOFO4eHOB T,,(x) He 
BbIe M—1-oro nopayKa, AIA KOTOPBIX 


] 
(37) f(x) — Tate) =o{ 4), 
(38) Ty’ (x) = o(n). 
JlokaszaTenbcTBo. A. SurmyHQ joKasan,’ yo, ecm bynKuua f(x) 
YAOBNETBOPACT YCOBMIO JIEMMBI, TO CYyLeCTBYIOT TPHrOHOMeTpH4eCKHe MHOFO- 
unenbi U,(x) He BbIWe N—1-oro NopsayKa, Ja KOTOpBIX 


f(x)—Us(x) =0 eh 


JlemmMa 9 ABNAeETCA CEACTBHEM 3TOH TeEOpeMBl. Hwxecsenyroujee JoKa3a- 
TEbCTBO 3TOFO takTa AHANOFHYHO COOTBETCTBYIOLIEMY AOKa3aTebCTBy CTaTbH®, 
Ero ujea npunagnexut Il. Typany. 

Ilyctb 


2 ate. 


T,(x) = Usx(2). 


BpinonHenve ycnoBua (37) o4eBHAHO. 
UroOb! oKa3aTb. (38), 3aMeTHM, 4TO 


: k 
Ta (2) = 2 (Uys) — Uyj-a@)] + Ui). 
Miz teopempr A. SurMyHfa CrefyeT COOTHOWEHHE 
1 
U,;(x)— U,;-1(x) =0 Ee . 
Ho Torja B cuny Hepapenctsa C. H. Bepnuteiina 
U3; (x) — Uj ;-1 (x) = 0(2’), 


Tlon0.KuM 


M nmoaTOMy : 
"() = DS) [U5s(%)— Ugi-s (2) = 02") = O(1), 


4YTO MH TpeOOBaOCbh JOKa3zaTb. 


Jloka3zaTenbcTBo TeopeMbt 3. Ilyctb HenpepbiBHad NepHou4eckad 
dbynKuua f(x) yoBreTBopseT ycnoBno (6). Beegem oOo3Ha4enne 


n-1 


Ru (x)= 2, [F(%1) ue (x) + Aire (2) 


6 A. Zyomunp, Smooth functions, Duke Math. Journal, 12 (1945), crp. 47—76. 
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(UTO6bI yNPOCTHTb 3aNMCb, MbI ONyCKae€M MHEKC M B BeMYMHAX Xin Brn; 
Uxn(X), Vin(X).) aA urypupytoulero B NpepbIlyued MeMMe TpHroHOMeTpH4eC- 
Koro MHOrowieHa 7,(x) (Kak M [JIA BCAKOrO MHOrOWreHa Bua (3)), OYeBUAHO, 
BBINOJIHACTCA TOMKECTBO 

n-1 


T(x) = D [To (2) tx (%) + Te 2) (2) 
Ilostomy 
F(x) — Rn(X) = F(X) — Tr) + Ta(X) — Rn (X) =F(X)— Tr) + 
ae s [Ti ie) te (X) + Ti (Xx) vx (X)] — = [F (Xx) U(X) + Be ve (X)] = 


n—1 


=F) — To) +S (Tales) Fea] un 2) + S17 5) Bade. 


k= 


Bpiuie Mbl BUeM, 4TO 


l 
fe) Tala) =0[ +, 
Ty (x) = 0(n). 
ByflemM C4HTaTb, 4TO 
by = 0(n). 
Torja 


(39) f(®)—R,(x)=0 (+) +0 (+) S Use| + 0(0) Sm). 


V3 pavee fOKa3aHHbIX paBeHCTB 


(11) tn(x) => F(x —x), 


(12) n(x)—= 4 G(x—m) 


M HepaBeHCTB 


|F(x)|<5n, |G(x|<2 
nosy4aem 


29 
|ux(x)|<5, Jo(x)|< ; 
Tloatomy 


n—1 n-1 
270 
2, lu) <50, > |n(x)] <=. 


Orciona w u3 (39) crenyer PaBHOMepHaA CXOMMMOCTh MOCAeqOBATeEAbHOCTH 
R,(x) K f(x). Takum oOpasom, neppaa yactb TeOpeMbI 3 fOKasaHa. 
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B semMax 6 wu 8 6bIN0 ,OKa3aHO, 4TO 


: It n : IC 1] 
Vz arux Hepapencts u papeucts (11) u (12) Tlomyyaem 
; IU ] ; J 1 
ula) ||>4, Uk lei+y | aris 


Tonaraa j =m mu cyMMupys, npuxo_MM K OL|eHKaM 


n—1 n=l 


(40) > |as()|>2, > |ve(a) bp 


Tleppaa “3 HAX NOHAaMOOMTCA HaM B JaibHeiwem. Bropaa noxaapipaer, 
‘4YTO yCIOBHe 


Bi, = 0(n) 
HeEOOXOJMMO. 
Ham octaetcaA OKa3aTb, 4TO ycnopue A. SurmMyHfa 


f(x—h) —2f(x) + f(x + A) = o(h) 


He MO)KeT ObITh 3aMeHeHO ycuoBMem JIMnuMya Cc NOKasaTenem 1—é HM TIpH 
KakoM @ (O<é< 1). 

QTO MOMKHO CfeaTb TakoKe, KaK JOKA3bIBAeTCA aHaNOrM4HaA TeOpeMa B 
padote.” . 


n-1 


Iyctb Henpeppisuaa bynKuna —>)|u,(x)| mpwHuMaet cBoe HaMOosburee 
Kaz) 


3Ha4ueHHe B TOUKe &,, T. e. 


n-1 

(41) dn = > |ux(E)|, 

n-1 
(42) >, [un(x)| Sdn. 

k=0 
HepapenctsBo (40) mMookeT ObITb MepenucaHo B Buse 

j n 

(43) dn > 


OGosHayum 4epes —,(X) yHKUMIO, AMHeHyIO MeKAy KMKOH coceqHel 
napow y310B xX; MW MpHHMMAaIOLy!0 B 3TMX TOYKAX 3HadeHHA 


(44) gnr(Xx) = sign u(Enr)  (k=0,1,..., 2). 


7 P, Erpés: and P. Turdn, On the role of the Lebesgue functions in the theory 0 
Lagrange interpolation, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 6 (1955), ctp. 47—66. 
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JlerkO BUeTb, 4TO 
n 


Ef 
(45) |en(x)[=1, |gn(x+h)—¢u(x)|S : € 


Tloatomy 9Ta syHKuMA yfOBNeTBOpAeT ycoButO JIMnuiMa C NOKasaTenem 1 uM 
quia m1060r0 ¢ (0<é< 1) 


(46) la +A)—gne (2 h| : Vabey dred ey 


Bregem eile o603Ha4eHve 


n-1 


Ralf, x] = 2, (Xx) Ux (x). 


IipuHumaa BO BHMMaHHe (44) u (41), mony4aem oTcioga 
n-1 n-1 

(47) Ra lpn sEn] = 2 Pn (Xe) Ue (Es) = D |Ue(En)| = dn. 
k=0 k=0 

C apyrow cTOpoHbI, MpH mOOKIX n uP 


n-1 


= >’ |u(x)|S,. 
k=O 


(48) Rul, x]|= >» Pp (Xx) Ux (X) 


Syecb OblIO UCMONb30BaHO (45) u (42). 
Tak Kak Np 11060M p (xX) yAoBNeTBOpseT ycnOBuIO JIMMUIMUa Cc NoKa- 
3aTeeM 1, TO MOMKHO C4MTATh, YTO NOCMeEAOBaTeENbHOCTL F,,[~,, X] PaBHOMEPHO 


CXOMMTCA K p(x). (B npoTHBHOM ciy4¥ae Teopema joKaszaHa.) Orcioga u 3 
HepaBeHCTBa 


lpp(x)| = 1 
cilefyeT cyllecTBOBaHHe Takux N,, 4TO 
(49) Rul, x]|<2, ecnm n>Np. 

IlycTb NOCeqOBATeEbHOCTh HEYETHBIX YMCEN 2; YAOBJETBOPACT yCIOBHAM 
(50) n>6, Niz>6n;, 
: (i=1, 2,3,...). 

(51) Nis1 > Np, 
TlonoxKuM 

O0<e<l 


M BbIOepeM g TAK, YTOObI BbINOJHAICCh HepaBeHCTBO 


(52) tego Pe? 
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B cusy (50) u (52) 
(53) Uh Ce a 


Orcioga uv u3 (45) cnenyer, aro OeckoHeHHBIit pay 


$n, (X) 


PaBHOMepHO CxomuTca. OOosHa4uM ero cymmy yepes f(x) Hw WOKaxKeM, 4TO 9TA 
byHKQMA ynoOBneTBOpaeT ycnoBuio JIMnuMya C NoKa3aTenem 1 —e. 
IIpHHumMaa BO BHUMaHHe (46), (50) u (52), BuaMM, 4TO 


t=! me 


| 
q' 


> Clone +4) 9,001) = 


F(x+ h)—f(x)| = 


=> 5 Pn{x+h)— Gn, (|< 2H SL z. 


Ae) ae 
<2h'i-é A 
aa 3°—1 


4TO HM TPeOOBaOCh JOKazaTb. 
JlokaxkeM, HaKOHeL, 4TO 


(64) lim Raf, By] =~, 


M MOsTOMy MocneqoBaTembHOCTh R,,[f, x] He CxOAUTCA PpaBHOMepHO K f(x). 
Ouesugno, 


R,, U7, Pah aoe ee [Pn,. x] = 
(55) $ 
=5 5 Ry, slon; 1+ Rey iLPrjs at - Ra [pn,, x]. 


B cuay (53), (51) u (49) 


e! gi 
ay ae Rajlons x] < 4 


j-l 


1 

—<l. 
Ay 
C apyro# cropoupi, B cuty (48), (50) u (52), 


J 1 J 
sh,» £< yy ee lyf 


aor i=l 3 ny 


(56) 


(57) SF Rates 
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Pestomupys (55), (56), (47) u (57), mouyyaem 
qy Lait Ea 
Ralf, Eni] = wi = at Asin, ra l > x An, eed 
Orciofa vu u3 (43) carepyer 


Lie; 
Ri lh bn] > 10771: 


Tak Kak g>1, To (54) jelcTBuTebHO MMeeT MECTO. 


(loctynuao 24, XI. 1959.) 


SOME RESULTS AND PROBLEMS ON SET THEORY 


By 
A. HAJNAL (Budapest) 
(Presented by P. Erpés) 


1. Introduction. (A short summary of the results and problems inves- 
tigated in this paper.) 

a) Let S be a set, and let f(x) be a function which makes correspond to every 
x€S a subset f(x) of S so that x¢ f(x). We shall call such a function f(x) 
_a set-mapping defined on S. A subset S’CS is called free (or independent) 
with respect to the set-mapping f(x) if for every x€ S’ and ycéS’, x¢f(y) 
and y € f(x). 

In their paper [2] Erpés and Fopor raised the following unsolved 
problem: Suppose S=m, f(x)<m for every x€S, let n<m be a cardinal 
number such that f(x)nf(y)<a for every x,y€S (xy). Does there then 
always exist a free subset of power m?' 

In Section 2, using the generalized continuum hypothesis, we are going 
to prove that the answer to this question is negative, provided m==Nau,n=N« 
where N. is regular (see Theorem 1), and comparing our result with the 
positive results of ERD6s and FopDoR we are going to formulate the simplest 
unsolved problems. The theorems in the proof of which the generalized con- 
tinuum hypothesis is used will be denoted by («). 

b) In Section 3 we are going to prove some special results concerning 
the partition symbol for types introduced by ERDOs and RADo.” 

Especially, we are interested in the question when the symbols 
h—(a, 8), @,—(a@, SY hold where 4 is the type of the set of the real num- 
bers and a, @ are ordinal numbers. 

Our main results are the following: 

wo, +> (@ + 2, wm). 

4—+(w-n, a) for every finite n and for every @<a,. 

A—(n, ava") for every «<a, where 7 denotes the type of the set of 
the rational numbers. 

w,— (w-2, w-n)’ for every finite n. 

(See Theorems 5, 6, 7, 8, respectively.) 


1 See [2], p. 251. 
2 See e.g. [1], p. 430, (2). 
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c) Let S be a set, S=m. Let p,q,r be cardinal numbers such that 
mZ=p=q=r. 

We raise the following general problem: Under what conditions for 
m, p, g, f does there exist a system § of subsets of S which satisfies the fol- 
lowing conditions: 

(i) X=q for every X€8; 

(ii) Xn ¥<r for every X€8, YES (X#Y) (i.e. $ consists of almost 
disjoint sets); 

(iii) for an arbitrary Z& S (Z=p) there exists an X € § such that XC Z. 

In Section 4, using the generalized continuum hypothesis, we are going. 
to prove that for m=Neu, D=Neit, Y=Na, [=Na the answer is affirm- 
ative, provided that N. is regular (see Theorem 9). 

This is the solution of the problem in the simplest non;trivial case. 

It is quite easy to see that for the case g>r or p= q the answer is 
generally negative. 

Since we can not give a complete discussion, we restrict ourselves to 
the proof of the above-mentioned result. 


2. Set-mappings. 
(*) THEOREM 1. Let S be a set, S=Nasi. Suppose Na is regular. 


One can define a set-mapping f(x) on S which satisfies the following 
conditions: 
(0) f(x) =Na for every x€S; 


(000) every subset S’ of S which is free with respect to T(x) is of 
power less than Nas. 


Instead of Theorem 1 we are going to prove the following more general 


(*) THEOREM 2. Let S be a set, S=Nasi. Suppose Na is regular. Then 
there exists a system 3 of subsets of S which satisfies the following conditions: 
(+) § = Nout ; 
(++) X=N. for every X€8; 
(+++) XN Y<Na for every X, YES (X#Y), i.e. the elements of 8 are 
almost disjoint; 
(++++) for an arbitrary 3 <8, if 8 =Naru, then 


S=U X<Rau. 
xX€$' 
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_ PROOF. The set [S]** is of power Nai: by the hypothesis (x). Let 
iS)? = {Al co. be a well-ordering of type was: of the set [S]*«. Let 4, 
denote the set {Au}u.<y. We are going to define a sequence {By}v<o,, Of 
type @a:1 Of the subsets of S by transfinite induction on v as follows: 


(1) Let B, be an arbitrary subset of power N. of S. Suppose that the sets 
B, are already defined for every w<v where y<a@ait. 
Put By = {Bilueys 


We say that an element A, of G, is good at the >" step if it is not 
contained in the sum of less than XN. B, already defined, i. e: 


(2) A, is good at the »* step if the set A.— UJ B, is non-empty for 
= Bu EH 
an arbitrary ROR,, provided BR<Na. 
(3) Let Gy be the set of all A,’s which are good at the »'" step. 


It is obvious that 
(4) GS=N. and & =Nz, therefore there exist well-orderings 


(5) As—={Ap}ocg of type » and ®,—{Be}p<y of type gy’ of the sets Gy 
and &,, respectively, where 9, g’S az. 
Here we may suppose y—q’=—aaz, since if p<@« or g¢’<@q, the 
definition of a B, satisfying the essential requirements of (6), (7), (8), (9) is 
trivial. Let now o be an arbitrary ordinal number less than wz. 


(6) Let xg be an element of the set Ag— U By. Such an ¢lement x, 
exists by (2), (3) (4) and (5). ie 
Put 
(7) | By = {Xe }o<wa: 
So the B,’s are defined for every y<@a+1. We are going to prove that 
§ = {By}r<0,,, Satisfies our requirements. 
First of all it is obvious from (1) and (7) that 


(8) B,=Na for every ¥<@as1, ie. (++) holds.‘ 


8 [X]° denotes, as usual, the set of all subsets of X of power a. 

4 We have to write here =, since in (7) the xp’s are not necessarily different. But 
if we can prove that § satisfes the requirements of Theorem 2 with = instead of = in 
(++), then we may suppose that (++) holds with —, since such a system § contains only 
less than Na sets of power less than Na as it is shown by the lemma proved in [3], p. 
55, and we can omit these sets. ; 
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The B,’s are almost disjoint, i. e. 
(9) B.NBy<Na if w#y. 


We may suppose »<y. Then by (5) there is a 9<@a such that B, = Bo, 
and therefore x’¢B, for e’>e@ by (6), hence (9) follows from (7). 
It follows that the B,’s are different, and so we have 


(10) | §—=Nau. 
Let now Gl" be the set of those A,’s which are good at the »*" step 
for every ¥, i. e. 


(11) &* is the set of all A,’s for which A.— UU 8B, is non-empty, pro- 
vided BSS, B<N. ise 
Now’ we are going to prove: 

(12) Every subset S’SS (S’=Nai1) contains an A,, € A’. 


2 Lets S75) S’=Nai. Let & be the system of those B,’s for which 
Bu nN Ss’ = N. . 
We distinguish two cases: 


(a) B<Na, (bd) BENx. 
(a) The set S’— WU 8B, is of power Nasi, and every subset Ax, of it 
B 


3 

vs 

belongs to €l*, since then A,,N By <Nea for every u’<@ay1, and so — Na 

being regular — A,,— Uae is of power Na for every B®’ CS (B® <Nz). 
By CB 


(b) Let # OR, B—=N.. Put Ay.—= Ui (BynS’). Then A,, € a, 
— By € 8 
since if B’C§ (®”<\N,) is arbitrary, then there exists a «, such that Bu, € ® 
and B,,¢ 8”, and so by (9) 


(Bi, NS’) 0 Bur <Nz for every Bur € &”. 
Therefore, by the regularity of Na, the set (B,,.NS’)— U Bue is of 
power N.. Consequently, the set A,,— U By is Wess 
Now we prove: fade. 
(13) If A. €Q* and w<y, then A,nB, is non-empty. 


In fact, if A,€ 4", then A, € 4} and therefore by (5) there is a o<@q 
such that A, Ag and xg is a common element of A, and B, by (6) and (7). 
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(14) Suppose 88, 8’ —Nays. We have to prove that S’=S— JU B, 
is Of power less than Naat. Bucs 


For if not, then S’ = Nay. and by (12) there is a u)<q@ay1 such that A, €@* 
and A,,=S’. Since $’=Nay1, there is a % > such that B,,€ 8’. But then 
by (13) A,,N B,,—0 what is a contradiction. 

The system satisfies the requirements of Theorem 2 by (8), (9), (10) 
and (14). Q.e. d. 

Theorem 2 implies Theorem 1 as follows: 

Let S be a set, S=Nai: and suppose N. is regular. Then by Theo- 
rem 2 there exists a system $ satisfying the formulas (+)—(++++). Let 
S= {Xr}v<o,,, and $= {B,},<o,,, be well-orderings of type @a+1 of the sets 
S and §, respectively.. We define f(x,) by induction on y as follows: 

Put f(x.) =0 if x,¢€ B, and SX) = Bo if x,¢ B,. Suppose that f(x,) is 
already defined for every «<yv. Then there exists a least 0, such that 
By, f(x.) for every u<y. 

Put f(x,)=0 if x,€B), and f(x,)—B,, if x,€B,,. Let S* be the 
subset of those x,’s for which f(x,) 40. Obviously S*—=Nay. Put f*(x,) = 
= f(x,)n S* for x,€S*. The set-mapping /*(x) defined on S” satisfies the 
requirements of Theorem 1. (++) and (+++) imply immediately that (0) 
and (00) hold. Let now S’CS", S’==No,,. Put 8 = {f(x}, eg. 8 is a sub- 


set of power Nai: of S. It follows from (++++) that the set S’n Us Fe) = 
Xy 


=o 1 U JM (xy) is non-empty, hence S’ is not free. So we ae defined 
XpES’ 
a set-mapping on S” satisfying the requirements of Theorem 1. It results that 
one can define such a set-mapping on every set of power Nai, and the 
theorem is proved. 
The general problem for set-mappings is the following: Let S be a set, 
S==m, and let f(x) be a set-mapping defined on S, f(x)<p for every x€S. 
Suppose that {) f(x)<q for every S’]S (S’sr). Does then there 
res’ 


exist a free subset of power s? 
For the sake of brevity we now introduce the symbol [[m, p, q, r]]—s 
to indicate that this statement is true and, as usual, [[m, p,q, r]]—>s indi- 


cates the negation of it. 
Theorem 1 can be formulated with the hat of this symbol as follows: 


(*) [[Na+t ’ Nou ’ Nz, 2]] sala Rat 


‘if N. is regular. We wish to remark that we have some results for the gen- 
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eral case with P. ErDOs and R. RADO which will be published later.° Here 
we want only to state the simplest unsolved problems for the case m= p, 
r= 2, 

(x) Theorem 7 of [2] states that [[m, m,n, 2]]—+ m if m is singular and n<m. 


We mention that with the help of the so-called measure hypothesis* one 
can prove the same if m is inaccessible (*). 
Thus we may suppose m—=Naw. If Na is regular, then 


(*) [[Nest, Nass, N. , 2] ae Na, 


and so Theorem 1 completes the discussion for this case. But if N.is sin- 
gular, e.g. N.—N., we know only 


(*) [[No+t, Nou , Ra 2]] 44 No 
and the following problem remains open: 
PROBLEM 1. [[No+1, Novi, No, 2]] > Ni? 


We mention here that similarly to the case of the set-mappings a gener- 
al problem can be formulated, corresponding to the problem treated in The- 
orem 2, and there are some interesting cases when the two corresponding 
problems are not equivalent.’ 

We want to state another problem for set-mappings which we can not 
solve and therefore we formulate it only in the simplest case: 


PROBLEM 2. Let S be a well-ordered set, S= N,, S=o,, and let F(x) be 


a set-mapping defined on S, f(x) N f(y)<N, for every x, yES (xy). Does 
there then exist a free subset of type @ for an arbitrary e<@,? 


REMARK. We may suppose that f(x) —N, for every x€S. Theorem 8 
of [2] assures the existence of a free subset ‘of type w and our Theorem 1 
shows that the existence of a free subset of power q@, can not be proved. 
Using the methods of the proof of Theorem 8 proved in Section 3 of 
this paper we can prove the weaker 


THEOREM 3. Under the conditions of Problem 2 there exists a free subset 
of type w’+o-n for every finite n. 

We omit the proof of this theorem. 

Let now S be the set of the real numbers, and let f(x) be a set-mapping 
defined on S such that f(x) =), f(x) Af(y)<®, for every x,yES (xy). 


5 See the forthcoming paper of-P. Erpés, R. Ravo and A. Hajnat. 
6 See e. g. [4]. 
7 All these results will be published in the paper mentioned above. 
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_ We have the following 
‘THEOREM 4. There exists a free subset S’ of S which is everywhere dense. 


Theorem 4 assures the existence of a free set of every denumerable 
order type. 

Theorem 4 is to be proved similarly to Theorem 6 of Section 3, and 
therefore here we omit the proof. See the remark after the proof of Theorem 6. 


3. Results on the partition symbol. We repeat here the definition of 
the partition symbol in the special case needed for our purposes. 
Let 0, O,,@.,... denote order types. The symbol 0 +(@,, Q,) indi- 
cates the following statement: 


() Let S be an arbitrary ordered set of type ©, and let [SP=j,UjJ, be 
an arbitrary splitting of [S]’. Then either there exists a subset S,CS 
(S:=@,) such that [S,?CS/J,, or there exists a subset S,CS (S,—@,) 
such that [S,PCj/,. O-4+(@,, @.) indicates the negation of this state- 
ment. Moreover, we are going to use the signs ( (and) and vy (or) in 
the symbols in the following natural way: e. g. @+(@,, @,\ @,)° indicates 
the statement that under the conditions of (’) either there exists an S, (S,CS) 
such that [S,’C/J,, or either there exists an S, (S,¢S,S,—@,) such that 
[S.}’S Jo, or there exists an S, (S;SS,S,;—@,) such that [S;? S/o. 

Throughout this section 2 and 7 denote the order types of the set of 
all real and all rational numbers under order by magnitude, respectively. 


First of all we prove the following negative result: 


THEOREM 5. w,—+>(@+2, @,)’.® 

Proor. Theorem 5 is an immediate consequence of Theorem 1. Let S 
be a well-ordered set, S—,, and let f(x) be a set-mapping defined on S 
satisfying the formulas (0), (00), (000) of Theorem 1 for a0. We may 
suppose by (0) that y € f(x) implies y<x. 

We define /, and J, as follows: The pair {y,x} (y<x) belongs to /, 
if y€ f(x) and it belongs to J, if y¢ f(x). Then S,<w+2 by (00) if [SP?S/; 
and S,<a@, by (000) if [SPC /. 

- We are going to use the sign @,=@, in the same sense as it is intro- 

duced in [1], p. 428. 


8 Theorem 5 would be compared with a result of [1] which states that 
(#) 41 > (Mg + 1, Og41)? if Ny is regular. This is a corollary of Theorem 39 of [1]. 

It is obvious that we can prove similarly to Theorem 5 that (*) w,,,; > (@_ + 2, @gi1)* 
if N, is regular, but here we do not want to discuss the case of greater cardinals because 
we can prove almost all the other results only in the special cases for A and a,. 
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() Let S be an ordered set, A,, AxC S. We say that A, ~<A, if x€A,, YEA, 
implies that x<y in the ordering of S. 

The type @ is briefly called a real type if D>, and w,, of & @. 

It is obvious that 4 and every type 2,=4 (4,>No) are real types. 

We need some preliminary lemmas. 

LEMMA 1. Let S be an ordered set of the real type ®. There exists a 
sequence J ={An}n wo of subsets of S such that 


(x) An >No for every n<o, 

(xx) the set J is ordered by the relation ~< introduced in (’) and is of 
type 1. 

LEMMA 2. Let S be the set of the real numbers, and let I,,...,In,... be 
the sequence of all intervals with rational endpoints. There exists a_ se- 
guence {Ay \n<o Of subsets of S such that 

(-) An>N, for every n<a, 

(--) Asn An =0 if m=ea 

(---) An Gl, for every n<o. 

Both lemmas are well known and we omit the proofs. 

_ Lemma 3. Let S be a set, S>N,, and let {An}ncw be a sequence of type 
o of subsets of S such that A, >, for every n<wand A,NAn=O if nm. 
Let further [S =jJ, UJ, be an arbitrary splitting of [S}. Then either 
(a) there exists a subset S’ of S such that [S'P}GJ, and S’n A, #0 
for every n<a, or 

(aa) there exist two subsets S, and S, of S such that 8,0 S,=0, 
Si>&, meelats S:iSA,, for i=1,2 and for suitable n= n,, and for every 
x€S, the set {y: yeSs, {x, y} € J} is of power at most N). 

Proor. Let Ri(x,S’) denote the set {y: y€ S’, {x,y} €/;} for i=1, 2, 
x€S and S’CS. ane either 
O<n<a, or 

(8°) corresponding to every element x of A) there exists an index 
O<n(x)<q@ such that R(x, Any)=No. If (8%) holds, then we split A) into 
the sum of N, classes B,. We put x€ 8B, if n(x)—=n. Obviously Ay =U Br, 


hence there is an index O0<n<« such that B,,>N». Then S; = B,,, Ss= An, 
satisfy the requirements of (aa). 

Thus we may suppose that (3) holds. Put now Aj = Ro(xo, Ai), ---; 
A, = = R2(Xo, Ans); « 
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Repeating the above consideration for this new sequence we may sup- 
pose again that (8) holds, and so we obtain an element x,¢€ A, and a new 
sequence Aj,...,A;,... and so on. Finally, we get a sequence {x,},-. such 
that x,€A, and {Xn,Xm}€ J. for every n,m (n=_m), and then S’={Xx,)no 
satisfies (a). 

Now we are going to prove 


THEOREM 6. ®-+(w-n,@) for an arbitrary real type D where n is 
finite and a<a,. 


REMARK. This theorem is a generalization of Theorem 31, (28)—(29) 
of [1] (®+(m+n,o-m) for finite n and m, and D+(o,«@) for every 
@<,) and gives a solution of the problem A£-—+(m-2,m-2)’ stated in the 
_ introduction of [1], p. 428. However, it is not a solution of the general prob- 
lem. The simplest unsolved problem here is 


PROBLEM 3. 4-+(o’, w*)’? 


PROOF OF THEOREM 6. We prove the theorem by induction on n. For 
n=-1 the theorem is known (see [1], Theorem 31, (29)). Suppose that it 
holds for an n=1 for every real type ® and for every ordinal number 
a<o,. Let S be an ordered set. Let S—® be a real type. Let {A,},-0 be 
a sequence of subsets of S satisfying the requirements (x) and (xx) of Lemma 
1 for @ instead of 7.° Let now [S]*—/, U/, be an arbitrary splitting of [S]?. 

Then the conditions of Lemma 3 are satisfied, and therefore either () 
or (aa) holds. 

If (¢) holds, then we may supose that S’n A, =1 for every n<a, and 
then we have S’CS, [S’'?CJ,, S’ =a by the formula (xx) of Lemma 1. 

Thus if (a) holds, the theorem is true, so we may suppose that (ea) holds. 

If (ga) holds, then we have two disjoint subsets S, and S, of S such 
that S.>&,, S>®, and R,(x, , SS) EN for every x€S,. Since S;CA,,, we 
may suppose that either S,<S, or S,<S,. 

Put ®,—S,. Obviously ®, is a real type, and therefore we have 


D, + (w-n, ay’. 


Thus, if there is no S’CS (S’=a,[S’]S/.), then there exists an S'CS, 
Sy =— @- -n) such that |S} i Cy];,. 
Put R= U R,(x,S.). Then R=R,, and therefore S,—R>N,. Put 
“ES F 


9 It is obvious that if Lemma 1 holds for 7, then it holds for an arbitrary denu- 


merable order type. 
@ —+ (w-n, ny? is not true. The induction proof breaks down at the first step, since, | 


as it is well known, A—+- (@, nf. 


6 Acta Mathematica XI/3—4 


286 A. HAJNAL 


S,=S,—R, ®,=S;. ®, is a real type, and so we have ®,—> (a, a)’. Thus 
we ie suppose that there exists an SSCS (S3—=w) such that [S3PC/. 

Put S*=SfuS3. Then S*CS, [S*PS/, since [SrpP,[Sz?G fi and 
{xy} € Ji if x € St, y € Sz. The type of S* is either o-n+o or o+o-A, i. €. 
S*=o-(n+1). Qe. d. 

REMARK. Theorem 4 of Section 2 can be proved similarly. If we use 
Lemma 2 instead of Lemma 1, then applying Lemma 3 we get either a free 
set everywhere dense if () holds or a contradiction if (¢@) holds. 

One may conjecture that 4+ (a, @)’ holds for every e<m,. The theorem 
just proved gives a weaker result in this direction and seems very likely not 
to be best-possible. 

Let S be an ordered set, and let [S?—j,U J, be a splitting of [S). If 
there exists an S’CS ([S’?S/Ji, S’ =), we shall briefly say that J; con- 
tains a complete set of type ©. The conjecture mentioned above can be 
stated as follows: If S—A and the splitting is arbitrary, then for every 
a@<q, one of the classes /; contains a complete set of type @, and one of 
the classes /; contains a complete set of type @*. (Since the theorem is true 
for 4* =A too.) It was not known whether for an arbitrary @ there exists a 
Ji which contains a complete set of type @ either increasing or decreasing, 
i.e..a complete set either of type @ or of type @*. Now we can prove a 
more general theorem which assures this and is best-possible of its kind, 
however, it does not imply the general conjecture. This is 


THEOREM 7. D-+(a\va@"*,n)’ for every real type P and for every a< a. 


Theorem 7 can be proved essentially with the same idea as Theorem 6. 
However, there are some technical difficulties, and first we need some lem- 
mas concerning denumerable order types. 

Let @,...,@,,... be a sequence of order types, Q@+---+@,+--- 

-+-+@0,-+-+++-+@, are briefly called the w-sum and the w*-sum of the 
sequence, respectively. . 

Now we define an increasing sequence O, of sets of denumerable order 
types by induction on e@ for every e<«, as follows. Put O, = {@, w*}. Sup- 
pose that Og is defined for every 8<e. Put Of = Vv Og. Let Og consist of 


<@ 
the elements of ae and of the w-sums and o* Sine of all subsequences 
of Og. Put finally O amit OF 


e< 
For an arbitrary O«€ 0 we define the order of @ as the least ordinal 
number e for which @ € O,. Let e(@) denote the order of 0. 
We need the following lemmas: 


(I) Let {@,}n<o be a sequence of denumerable order types and suppose 
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@,€ O, e(@,) =e, for n=1,2,... . Then the order of the w-sum as well 
as the order of the m*-sum of the sequence is greater than 0, for every 7. 
(II) If'@ is an arbitrary ordinal number, @<q@,, then there exists a 0, 
Been on @) such that if e(@)>o, for a O€O, then either e=@O or 
a*=80. 
The verification of (I) and (II) is very simple, and so we may omit the 
proofs.” 


Now we need the following 


LEMMA 4. Let S be an ordered set of real type ®, and let [S?—J, U Js 
be an arbitrary splitting of [S}. Then one of the following statements holds: 
(y) There exists an S'SS, [SPEf,, S'=n. 
(yy) There exists a sequence {T;}.<0 of subsets of S satisfying the fol- 
lowing conditions: 
(v) M2 2T,2>::-. 
Put U,= Ti — Treat. 
(vv) Ux>No for every k<a. 
(vvv) The set {Ux}x<o is ordered by the relation ~< introduced in (’’). 
(vvvv) Re(x, Trx1) SN if x € Ux for every k<aw.™ 
Proor. Now we suppose that (y) is false and we define two sequences 
{Ux}x<o, {Ve}x< by induction on k as follows: Let {A%}nco be a sequence 
satisfying the requirements of Lemma 1. We apply Lemma 3 to this se- 
quence; it is obvious that if (@) holds, then (y) is true. So we may suppose 
that (ea) holds; let S?, S$ be the sets satisfying (za). Put 


(1’) U,=Sf,. Vo=S3. 
(2’) SION, and therefore ®, = V, is a real type. 


Suppose that Uy;..., Ux, Vo,..-, Ve are already defined in such a way 
that ®,,,—V; is a real type. 

Let {Ak*'},<» be a sequence satisfying the requirements of Lemma 1 
with V; and @®, instead of S and @, respectively. 

We apply again Lemma 3 to this sequence and similarly as in the first 
step we may suppose that (aa) holds. Let Si*',S2* be the sets satisfying 
(aa) in this case and put a 


(3’) Un = Si, Vew= So, Dist = Vier - 


10 The author does not know whether the above-mentioned results are known. It is 
to be remarked that one can prove that every denumerable order type @ belongs to O, 
provided 7 + 9. See a forthcoming paper of P. Erpés and A. Hajnat. 

11 R(x, S’) is defined in the proof of Lemma 3. 
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We have 
(4) Vir = So’ >No, and so D2 is a real type. 
Thus U;, V,; are defined for every kK<q@. Put 
(5’) Tee he 


=k 
It is obvious that (v) holds. We have 
(6) Ux—=St>N> for every k<o@ by (1’) and (3”), i. e. (vv) holds. 


The sets {A;},,-« are ordered with respect to the relation ~ by Lemma 1 
for every k<@. By Lemma 3 S{CA\,,S2CA,,, and so by (1’) and (3’) 
we have 


(7) either U,.n< Vi, or Vi ~< Ux. 
On the,other hand, it follows from (1’) and (3’) that 
(8') Uv SV, for k’>k. 
Comparing (7’) and (8’) we get 
(9) either U.n< Uy or Uy ~U, for every kK #’, i. e. (vvv) holds. 
From (5’) and (8’) we get 
(10’) TisuiGV. for every k<o. 
Hence Ro(x, 7x41) © Ro(x, Vi) for every k<a. 
It follows from (1’) and (3’) that 
(11’) Ro(x, Tri) SNo if x € Uy for every k<a, i. e. (vvvv) holds. 


PROOF OF THEOREM 7. By (Il) it is enough to prove the following 
statement: 

Let S be an ordered set of real type ®, and let [SP=—jJ,U/, be an~ 
arbitrary splitting of [S?. Then one of the following statements holds: 

(6) There is an S’CS, [SPEf/, S’ =n. 

(0d) For every e<q, there exists a @€O and an S’CS such that 
[S'*P ch, S”=@ and 0(@)=e. 

Suppose that (0) is false. We have to prove that then (dd) holds: We 
prove this by induction on e. For oO the theorem is well known.” 


12 For @=O0 the theorem states that O—+(wvo*, 7), but this is the same as 
® —+ (No, )?, but we have N, — (No, N,)? (see. e. g. [1], Theorem 3, (i)), and every set of 
real type has a subset of type 7. | 
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Let @>0, and suppose that the theorem is true for every o' <oe. Let 
Qo, +++) @n,-++ be a sequence of ordinal numbers less than o such that every 
ordinal number which is greater than every @, is not less than 0. (Put 
Qn =o—1 if @ is of the first kind, and let 0, be a sequence o,—o0 if o is 
of the second kind.) 

Now we can apply Lemma 4. If (y) holds, then (0) is true in contrary 
to our assumption. So we may suppose that (vy) holds. Let Ux, 7, be the 
sets satisfying the requirements of (yy). 


(12’) The set {Ux}.- is ordered with respect to the relation ~< by (vvv), 
and so there exists a subsequence {U;,},<. which is either increasing 
or decreasing. 

Now we define a sequence {S,},—. of subsets of S as follows: 
The set U;, has a real type by (vv), and so by the induction hypothesis 
there exists an S, such that 


(13’) S$ S Uz, [SP2EA, S=@, where O,€ O and 0(O,)=a. 
Suppose that the sets S; (i<n) are already defined in such a way that 
S;S U,, and S;= Oi, @. € O for every i<n. 


Then the set U,,— U YU. ele Tx,41) is of power >N, by (vv) and 


(vvvv), this means that it Se a real type and by the induction hypothesis 
there exists an S, such that 


n-1 — 
(14’) Se < U— U U R2(x, Te); [S,}? Ch; Ga — 0, for a Q,, S O and 
i=0 zES; 


0(O,) = on. Os 
Now S, is defined for every n (since S,©U;,, On € O holds) and it is 
proved that S, satisfies (14’) for every n<o. 

Put S’—U S,. It follows immediately from the first two formulas of 


n<_@ 


(14’) that 

(15’) [Sree 
Put 3 

(16’). @ = S”, 


by (12’) @ is either the w-sum or the w*-sum of the sequence {O,}—0, 

and therefore from the lemma (I) we get 

(17) 0(@)>e, for every n, hence e(@) =e by the definition of the sequence @,. 
(15’), (16’) and (17’) prove Theorem 7. 


In [1], Theorem 33, it has been proved that ,—(@,@)’ holds for 
a<w-2. One can also conjecture that w,—+(a,@) holds for every e<a@. 
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Here we can not prove as much as in the case of real types, but perhaps 
the following result is of interest: 

THEOREM 8. w,—>(@-n, @-2)° for every finite n. 

The simplest unsolved problems here are the following: 

PROBLEM 4. @,—> (@, 0-2)? @, > (@-3, w-3)?” 


For the proof of Theorem 8 some preliminary results are needed. 
If {Sa}a-» is an arbitrary sequence of sets, let (&) S. denote the set of 
ag 

those pairs {x,y} for which there exists a pair of ordinal numbers e#f 
such that x€Su, yé€ Sp. (If gy is finite, we use the notations S,@S, 
S, ® S:® Ss, ..- -) 

First we need the following lemmas: 

(III) Let S be an ordered set, S=a,, and let [SP=j, UJ, be an ar- 
bitrary splitting of [S}. Then one of the following statements holds: 

(2) There exists for every n<q@ a subset S,©S such that S,=0-n, 
[S.PSJ. ) dens 

(ee) There exist subsets P, RES such that P—=N,, R>N, and PARE J. 

Suppose that (es) is false. We prove (¢) by induction on n. For n=1 
the statement is a corollary of N,—>(N),N,)°. Suppose that it is true for an 


n=1. We have to prove that there is a set S,,, satisfying (¢) (with n+1 
instead of n). 


First of all we have to verify some simple statements ((18’), (19’) and 
(20’)) not depending on the induction hypothesis. 


(18’) Suppose Q,, Q&S, Q—=N, Qi>No. Then either (se) holds or there 
exists an x) ¢€ Q, such that R,(x, Q:) >No. 

For if R(x, Q)=N> for every x€Q), then the sets P=Q,,7 
R=Q,— UR (x, Q,) satisfy (ge). . 
(19’) Suppose Qi S for every /<a, QSS, On Qe=0 for (iV faa 

and Q:=N, for every /<@, Q>N,. Then either (es) holds for a 

P&Q:, REQ, or there exists an element x, of Q such that R,(x, Q)=N, 

for every l<@. ; 


For if for every x € Q there exists a subscript /(x) such that /?,(x, Quay) <No, 
then there exists a subset Q’ of Q and an ,<@ such that Q’={x:x€Q, 


'3 It is possible that the proof of w+ (w-n, w-2-+ m)? does not need new methods, 
but the problems stated above seem to need new ideas. 
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I(x) =} and Q’>N,. But then there exists a subset Q” © Q’ such that 
Ri (x, Qi.) = Ri(x’, Q,) for every pair x,x°€Q” and Q”>N. 
Therefore in this case P= Q,,— U R,(x, Q:,) and R= Q” satisfy (ee). 
xEQ” 


(20°) Suppose S’CS, S’>N,. Then either there exists a subset S*ScS’, 
S*>No, eel SJ, (and_as a corollary of this (ee) Agee or there exists 


Put S” = {x: R(x, S’ EP) <k, x€S’}. If SEN, then put S**= S’—S”, 
If S’>N,, then it is easy to define by transfinite induction a subset S* of 
it satisfying the requirements.“ 

Let S, be a set satisfying («). Then there exists a sequence S,,..., 8 
such that 


ees, = for {==1,...n and Si<.--~<S", S.—(jSi. 
i=l 
Let further S’ be a set such that 


(22’) Git Stee Ny HSV 
Put 
(23’) iste ce ‘ for (= 1, Csae ol and {Xe} = ee 


where Xm<Xm for m<m’ and X«<x, for @</ in the given well-ordering of S. 
Now we are going to ‘define the subsequences {Xm,}icoGS, for 
=1,...,n, {Xa,}x<0 GS’ by induction on & as follows: 


(24’) First we define the elements x! for /=—1,...,n by induction on 1. 
Applying (18) for Qo= Si, Q ” we eet an element xn, €S, such 
that Ri(Xing Ss" >No. Are the elements x,,,..., Xm. already defined in such 


a way that n Ring» S’) is of power >No, we define x,,, € S, applying 
(18) again to @=S;, (i= A RiGee, 8) so that in Pics’) is of 
i= = 
power >No. 
Put Uo =f Ri, S') We have 
(25’) <6 8, ior j==2.. of and U,>®v. 
Now we apply (20’) to U).= S’. It follows that there exists a V, such that 
(26’) V.GU,, V.=N, and R,(x, Vi) =; for every x € Vo. 


14 The statements proved in (18’), (19’), (20’) are well known, we only feel the 
proofs for the convenience of the reader. 
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Put) Tees {xn serie: (Orland sical 

Applying (19’) to To= Qi, Vo=Q (for 7Sn instead of 1<@), we get 
an Xe, such that 
(27) Xa€Vo, RilXa,T)=No for [=1,...,7 

Put S’(1) = Ri(Xa,, Vo). We have 
(28’) S71) =X, and.S’(1) GU, by (26’). 


Put: now S,(1)=Ri(xa,, To) for /=1, 

From the formulas (24’)—(28’) it follows that the formulas (21’), os 
(23’) hold if we replace S’, Si (i=1,...,0) by. 8’), S.(1) (f= ae 
respectively. Thus we may continue this construction for K=1 and so on. 
So we may suppose that the elements pe as well as the sets U;, Vi, 


Tx, S’(k+1), Si(K+1) are defined for every kK<w and /=1,...,n and 
that the formulas (24’)—(28’) hold for them with & instead of 0, respectively. 


Put Sie — {xo eee for (= 1 eee Sait = — {Xa,}n< <@ and Sai = — U Sigg 


Now we have 

(29’) Siu SS, for /=1,...,0 by (25/, 

(30’) Sti SS’ by (24’, (26’) and (27’). 
If follows from (21’) and (22’) that 


(31’) Suii<se+-< Sait, 
and since we have Siu1=No, we get 
(32’) Sri = o-(n +1), 


i.e. the second requirement of (e) holds. 
We have to PIE that [Sry]? S Ji. 


Put Shas =U Sus and Sii1—=Sntt. It follows from (29’) that Sii:SS,, 
hence we have | 
(33’) [SnuiP Si. 

Suppose now that x€ Siu, ye€ Sti. Then x has the form yar for 
suitable / and k, and y has the form Xe,,. We distinguish two cases: 

(a) k=K, (b) k>K. 3 

If (a) holds, then xe,,€ U, by (26’), (27') and (28’), and therefore 
Xay € Ri(Xm,, S’(K)) by (24’), i.e. {xhnps Xa, € Ji. 
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If (b) holds, then Kt € Si(kK) E SUK’) by (25’) and (28’), hence 
{Xin,» Xa,} €J; holds in this case too. 

Thus we have 
(34’) Si4+1 @ Sri Sj. 

Finally, if xa,,Xa,, (kK<k’) are two arbitrary elements of S//1, then 
Xay, € S'(K’) SS'(k+1) by (24’), (26’), (27) and (28’). It follows from (27’) 
Mat {Xo,,Xo,}€ Jr, i. e. 


(35’) [Sx4a)? Ch . 
Comparing (33’), (34’) and (35’) we get 
(36’) [SnuP Si, 


hence the first requirement of (¢) holds and (III) is proved. As a consequence 
of (Ill) we get the following lemma: 

(IV) Let S be a set. Under the conditions of lemma (III), either the 
statement (e) of (III) holds, or 

(eee) there exists a sequence {P,},_. of subsets of S such that P;—N, 
for every l<w, Pyp~-+-:» ~P,<-+-- and @PS/. 


lo 

Suppose that (¢) is false. We define the sequence {P;}.-o by induction 
on / as follows: By lemma (III) there exist subsets P, R satisfying (ee). 

Put Po=P, @=R— _U_ x. | 

Suppose that P; and Q, are already defined for f=/ in such a way 
that P;=N,, Q;=N,. We apply (III) again to Q, instead of S. Since (#) is 
supposed to be false, we get sets P’ and R’ satisfying (se) (with Q, instead 
of S). 

Put Pri P and Qui=R— U x’. Then Pi,1 = No, Oru = N),, 
and so the sequences {P}i<w, {Qi}izo are defined. 

It follows from the definition that P,—W, for every /<@ and P,<P, 
if /</’'<q@ and further P,Q, for every /’>/ and for every /<o. 

Therefore we have 


Bo aos YP BUPISU PS QS Ss 


and (IV) is proved. 

PROOF oF THEOREM 8. We prove the theorem by induction on a. For 
the case n—1 the theorem w,—+(w, w-2) is a corollary of Ni— (No, Ni)’.”° 
Suppose that the theorem is true for an n=1. 


15 See e. g. [1], Theorem (3), (1). 
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Let S be an ordered set, S=«,, and let [SP=ji:U/2 be an arbitrary 
splitting of [S]}?. We have to prove that one of the following statements holds: 


(x) There is a subset S,iiGS such that [SpuPS/i and Si41= @-(a-+ 1). 

(xx) There is a subset S’CS such that [S’PC/2 and SS’ =a-2. 

We may apply lemma (IV). If (e) holds, then (%) is true. Thus we may 
suppose that there exists a sequence {Pj}: satisfying the requirements of 
(e88), i.e. 

(x) P=o for l<o, 
(xx) Po~+++<Pix< 

(xxx) & P,S Jo, 
and we may suppose that 

(xxxx) [PPE for l<a." 


Suppose Q*=N1. Now as a corollary of (19’) we obtain that one of 
the following statements holds: 


(37’) (A) There exists an xo € Q* such that Ro(x, P;) =No for every ln</<o. 


(42) There exist sets P, Q and there exists an 4;<q@ such that PCP,,, 
QQ", P=No, Q=Ni and PAQEh. 

(Here we apply (19’) changing the role of the classes /; and /2.) 

Now we prove: ‘ 


(38’) If (42) is satisfied, then either (x) or (xz) holds. 


Let P, Q be sets satisfying (44) for a suitable /,. We may suppose 
P~<Q. Since Q is of power Ni,Q—«, and by the induction hypothesis 
@,—+(-n, w-2) either (xx) holds or there exists a subset S,@Q such that 
[S.PS/i, Sa=o-n. 

Put Srui—=PuS,. We have Syi=@-(n+1) and [SruPC/r by 
(xxxx), since [Sri = [PP uU(P@S,) u[S,2 and PSP,, P@S,SP@QECY,. | 
Thus we may suppose by (37’) and (38’) that (A) holds. 


(39’) Suppose POP, P=, foran /<@ and Q=N,. Using (18’) instead 
of (19’) we get here’ quite similarly to (38’) that either one of the state- 
ments (x), (xx). holds, or 


| 16 Here we use the Ramsey theorem Ny— (No, N,)2 (see e. g. [1], Theorem 1) and 
the fact that if for an I) and for a subset S” SC P),, S” =Ny and [S: PC Jy, then if S’” is 
a set such that S’’) P,-=1 for an arbitrary 14h, S'’"S U Pi, then S'=S” US" satis- 


Iy 


fies (xx) and we have nothing to prove. 
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(wu) there is an element x, €P such that R(X, Q)=N;, 
and so we may suppose that (uv) holds. 

Using (4) and (u) we are going to define the sequences {xi}rcw, {Xihncw 
by induction on &k as follows:” 

Put P,(0)—= FP, and let Q, be a set of power N, for which P,<Q, for 
every /<@. Now applying (u) we define x} in such a way that 
(40/) EPs, RG, Q)—N. 


Put R2 (Xo; Qo, rave — 

By (20’) we may eas that there exists a subset V, such that 
(41’) Vy) SU, and R,(x, VY) =, for every x€ Vy. 

Applying (A) we can define an x} satisfying the following conditions: 


(42’) REV, Ri(%, P) =, for every 1S=/l<o@. 
Put Q, = R,(x¢, Vo). We have 
(43’) Q=N,, Q:5Q. 


Put further P,(1) = Ro(Xo, Pius) for every /<a. It follows from the for- 
mulas (40’)—(43’) that the new sequence P,(1) and Q(1) satisfy the condi- 
tions (x)—(xx xx) and thus we may continue the construction for k= 1 and 
so on. So we may suppose that the elements xj, as well as the sets Q,, Ux, 
V;., Pi(k) are defined for every kK<w,l<mw,j=1,2 and that the formulas 
(40')—(43’) hold for them with & instead of 0, respectively. 

Put S'= {xi}rcw, S’={xi}rcw and S’=S'US”. We have 
(44’) 5 = apd, 
since we may suppose S'=o, S*=w and x;,€P.(k)—=P,(0) by (40), 
S°S Q, by (42’) and (43’) and we know that P,~<Q, for every k<w. 

This means that the second condition of (xx) holds. On the other hand, 
we have by (xxx) and (40’) 


(45/) [Sis Jy 
Suppose now that x, €S', xv €S*. We have two cases: 
(a) kek, (bd) k>K. 
If (a) holds, then xy €U, by (41’), (42’) and (43’), hence by (40’) 


{x Xx} € Jo. 
If (b) holds, then xi € Po(k) S Pe-nai(k’), hence {xi, Xv} € Jo in this 


case too. 


17 The construction used here is similar to that used for the proof of (III). 
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It follows that 
(46’) S,@ SS fo. 
Let now x;, x7 (k<K’) be two arbitrary elements of S*. Then xi € Vi 


by (42’) and xi € Q © Q; by (43’), hence fain ein 
Therefore we have 


(47’) [SFSs. 
Comparing (45’), (46’) and (47’) we get 
(48/) [ST Sf, 


since [S’P =[S'PuS, @ S,u [S’f. 
Thus by (44’) and (48’) S’ satisfies (x) and Theorem 8 is proved. 
4. Almost disjoint sets 


(x) THEOREM 9. Suppose N. is regular. Let S be a set of power Nai. Then 
there exists a system § of subsets of X such that the following conditions hold : 
(i) X=Na for every XE8; 
(ii) XA Y<Na for every X, YES (X#Y); 
(iii) every subset Z of power Nasi of S contains an element of 8. 
Theorem 9 is a consequence of the following more general 


(*) THEOREM 10. Suppose Na is regular. Let S be a set of power Nass, 
and let S={x,}y<-0,,, be a well-ordering of type Wa: of S. Then there exists 
a system § of subsets of S such that the following conditions hold: 


(i’) X= a for every X€8; 
(i) XN Y<Na for every X, YES (X#Y). 


If Z is an arbitrary subset of S such that Zz, then there exists an 
€§ for which XC Z. 
Here the subsets of S ate considered to be ordered by the relation 
Xen Xv I b=, 
Proor. Put [S]° *=={Z: ZSS; Z=wy}. it is obvious that [S]’*< [S]* 
and thus by (*) we get [s|*—8 avi. Let [S]* = {z, }r<wg,, be a well-or- 


dering of type May Of [S]” «. We are going to define a sequence {B,} 
of type Wa: of the subsets of S by induction on v as follows: 


(1”) Let B, be an arbitrary subset of Z, such that B, =z. 


_ Suppose that B, is already defined for every «<y in such a way that 
Ba = Wa: 


Va ®e+1 
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If ¥<@aq, then the set Z,— U B. is of power Nz, and we define B, so 
that ts 
(2”) B,SZ,— U Br; By, =@,. 
u<y 


If ya, then let {B*},-», be a well-ordering of type wa of the set 
{Bujucy. : 
Since the set Z, is of type w”, we can define a sequence {Z,, 


yarn 
so that tes 


(3”) U Z,¢= 2, LyysZv,—" for o<o', Zt. 
0<%q ‘ 


Since By =a for every 0<@z, it follows from (3”) that 
(4”) there exists at most one @<az. such that Br iZy,2=2No- 

Now we define a sequence {x>},-», by induction on o as follows: 
(5”) Let x} be an arbitrary element of Z,,o. 


Suppose that xz, is defined for every o’<o so that x3 € Z,,9,, for a oo. 
Then by (4”) and by the regularity of N. there exists a e, such that 0,>0, 


for every o’<o and APR Ara for every o’<o. Using again the regu- 
larity of N. we can define x¥ as an element of Z,,2,— U Bo. 


Thus the sequence {x3}o<o, is defined. 

Put By = {xc}o<o,- It follows from (3) and (5”) that 
(6”) B,= a. 

Thus the sequence B, is defined for every y<@ay1 and by (1”), (2”) 
and (5’) we get 
(7’”’) B,&Z, for every v<@a. 

Suppose now w<v. Then By = Bz fora o<@z4. It follows from (5”) that — 

Se Be ail o> 0, 

hence we obtain 


8”) PAB ee at ey 


Put S={B,},<0,,,;- The system 8 satisfies the requirements of Theorem 10 
by (6), (7”) and (8”). Q.e. d. — 
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PROBLEM 5. Let S be a set of power Nui:. Does there then exist a 
system S of subsets of S satisfying the requirements (i), (ii), (iii) of Theorem 9 
for c=? ; ; 

The author would like to express his thanks to Prof. P. ERDdés for his 
helpful criticism. 


(Received 1 December 1959) 
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~ON AN IMPROVEMENT OF SOME NEW ONE-SIDED 
THEOREMS OF THE THEORY OF DIOPHANTINE 
APPROXIMATIONS 


By 
P. TURAN (Budapest), member of the Academy 


1. In the last years | observed that a reformulation of some theorems 
of the theory of diophantine approximations in terms of generalized power- 
sums and subsequent generalization widens considerably the field of appli- 
cations of the theory in the analysis and analytical number-theory.' The 

applications are based on three main theorems, among which we quote here 
only the first two, in their latest form. 
I. For n=2 and positive integer m, for arbitrary complex 6;’s and com- 
plex z,;’s with 
(1. 1) [er] = |2e) 31° |z,}— 1 


there is an integer v» with 


m+1=%=s=m-+n 
such that 


(1. 2) = [Bib es + Onl aes 4 


== es (m+ 
521") 


i=0 


oy O1 |b; +-+++,); 


gael 


fixing m,n and an arbitrarily small ¢>0 and replacing the right of (1. 2) 
by A-+é the inequality is false’ for a suitable sum 


n 
* * 
ny bj z;” 
jaek 


min |z;|= 1. 


Gaal, a05 7 


with 


‘1 A first systematic treatment of this trend is given in my book Eine neue 
Methode in der Analysis und deren Anwendungen, Akad. Kiadé (Budapest, 1953). A com- 
pletely rewritten Chinese edition appeared in 1956. An English edition will appear in the 
Interscience Tracts series. 

2 This sharp form of my first main theorem has been found by E. Makar and a little 
later but independently by N. G. pe Bruyn. See E. Maka, The first main theorem of P. 
Turan, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 10 (1959), pp. 405—411; N. G. pe Bruyn, On Turan’s 
first main theorem, ibid., 11 (1960), pp. 213—216. 
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For the applications of this theorem so far my original form 


VY n , 
(173) Zi 2 lo+--+bl( gay] 


is sufficient. 

Il. For n=2 and positive integer m, for arbitrary complex 6,;’s and 
complex 2z;’s with 
(1. 4) 1 =|z1| 2 |22|2---2|2n| 


there is an integer 7; with 


m+1s"s3m-+a 
such that 


(1. 5) 3 ba min |b;+---+;)|; 


=( aa + n) ) J=1,...50 


replacing the constant 8e in (1.5) by any positive c<-——, the inequality 


2e 
log 2 
becomes false generally.’ 

To illustrate the applicability of the second main theorem I mention 


the following two recent theorems: 
Ill. Denoting, as usual, the function‘ >’ 4(n)—x by R(x) we have 


for suitable explicit numerical positive constants c; and cy for T>c, the in- 
equality 


(1. 6) 


_ log T log log log T 


R(x)2dx > T? ee  loglgt 


log 7’ 


te Vlog log T 


from which one easily oe 


1 e log T log log log 7 


(1.7) jee dx>Te* verar 


3 The improved form (1.5) of my original form is contained in our paper with Vera 
T. Sos, “On some new theorems in the theory of diophantine approximations”, Acta Math. 
Acad. Sci. Hung., 6 (1955), pp. 241- 255, apart from a remark of Mr. S. Ucntyama; see 
his paper “A note on the second main theorem of P. Turan”, ibid., 9 (1958), pp. 378—380. 


: ; 2 
The ingenious counterexample which shows that c< ae is false, is due to E. Makal; 
g2 


see Makati |, c. 


+ A(n) stands for the Mangoldt-symbol, equals logp if n= prime power p@ and 
0 otherwise. 
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For the sake of orientation | remark that the inequality 


peas = O(T) 


has been proved by H. CRAMER? under supposition of the truth of Riemann’s 
conjecture (while (1.7) holds without any conjecture). 
IV. Denoting for (/, 4) —1, as usual, Da A(n) by w(x, k) we have 
n= \(modh) 
for suitable explicit numerical positive constants cs and cy for T> max (cs, e*) 
the inequality® 


f 08 7 loglogiog 7 
| (Yr (x, k)— w(x, k)Pdx>T°?e ; log log T 
tog 


Te VioglogT 


2. The results concerning the distribution of the sign-changes of 
(zc(x)—lix), of R(x) or of y,(x)—w,,(x) are, in spite of pathbreaking 
results of E. SCHMIDT, LANDAU, LITTLEWOOD, INGHAM, POLYA and SKEWES 
among others, rather incomplete. Therefore it seems to me desirable to try 
_ to refine the two main theorems so that they should be able to cope with 
such problems, too. This leads at once to the “one-sided” problems which 
constitute a set of problems of independent interest of the theory; qualita- 
tively speaking they require under conditions (1.1) or (1.4) a positive lower 
bound L;, for 

max. Re >, biz; 


m+1S=v=m4+10n 
v integer 


and a negative upper bound Lz» for 


min Re > bz, 
m+lSv=m+10n j=l 
v integer 
respectively, say, depending only upon m,n and the 6,’s. Easy counter- 
examples show, however, that generally (i.e. for independent variable z,’s) 


such theorems cannot exist. However, the possibility remains to obtain such 


5 See his paper “Some theorems concerning prime numbers”, Arkiv for Math. Astr. 
och Fys., 15 (1921). 

6 The applicability of my methods to the investigation of y,(x, k)—yi(x, k) has been 
first observed by S.Knapowski. See his papers ‘On an explicit lower estimate in prime 
number theory”, Journal London Math. Soc, 34 (1959), pp. 437—441; and “On the mean 
values of certain functions in prime number theory”, Acta Math. Acad. Sci, Hung., 10 
{1959), pp. 375—390. The results here are slightly stronger. 
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theorems, imposing certain restrictions upon the variables z; (apart from (1. 1) 
or (1.4)). Such restrictions can be twofold; either simple and natural geo- 
metrical restrictions which make the problem also interesting in itself, or 
such ones which are perhaps less simple but which can be verified in the 
intended applications. As a first example I have chosen the simplest geo- 
metrical restriction 


(2. 1) “Slarcz|S7 Cf 12) cn5H) 
where 
(272) | O<xs 5. 


Under this restriction | have found the following two theorems:’ 


V. For n22 and positive integer m, for positive 6;s and complex 
z;s with (1.1) and (2.1) there are integers », and ¥; with 


(2. 3) m+isnem+2n(14+2| 
and 

hd m+isnsm+3n(14+2] 
such that 

(2.5) Re > bj2?*= (= 6) ier 
and < a 

(2. 6) Re D> eo (> 0 Annem+) 


In the next theorem only the case 6,=—b,—---—6,—1 is treated 
which, however, is one of the most important cases in the applications. 

VI. For n22, positive integer m and complex z,’s with (1.4) and — 
(2.1) there are integers v, and » with 


(2. 7) m+1snsm+2n(14+2] 
and . 
(2. 8) m+1snsm+3a(14+2] 


7 See my forthcoming paper “On some one-sided theorems of the theory of dio- 
phantine approximations” in the Jubilee volume of Ind. Math. Soc. 
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such ‘that 
: (2. 9) : Re ye > go ment {mean (1+ )} 
j=1 
and 
i. 10) | Re Ss a < Eig eeeine(4-7)} 


j=1 
3. These bounds — compared with (1.3) or (1.5) — are very weak, but 
they constituted the first non-trivial results in this trend. In the present note | 
shall obtain much better bounds,. which are in a certain sense not far from 
the best-possible, as a comparison with (1. 3) and (1.5) shows. We are going 
to prove the following two theorems: 


| THEOREM I. For n>2 and positive integer m, for arbitrary complex 
b;’s with 


(3. 1) Re > 6;>0 
Ll 
for complex z;'s with : 
(3. 2) \z, (= [zs] = ++ Zlz,]—1 
nd [o<x=3] with 
fs. 3) ; naz=\|arc z;|=x (Jalen) 
there are integers v, and vy, with 
(3. 4) m+isnsmtn(3+=| 
and 
£3. 5) 2 Spgs 
such that the ese! 
F ae s Nn 2 
and : 
" ‘yf ee 
(3. 7) ; Re Sb pees 
hold. , 
THEOREM II. For. n2=2 and positive integer m, for complex z;'s_ with 
(3. 8) 1 =|z,|2|%| = **- = 2, 
and \O<#5 4 with 


(3. 9) mu =| are z;|=x Gin) 


1* 
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there are integers v, and v, with 


(3. 10) m+isnsm+n(3+=] 

and 

(3. 11) m+isnsm+n(3+2} 

such that the inequalities ' 

~ y -2n0(3+) 

(3. 12) Re > 2" = {81(m-+n)} x 
j= 

and c 
- -2n3(3+— 

(3. 13) Re > z)" = — {81(m-+n)} (3+) 

j= 
hold.® 


Dropping the restriction in Theorem I, m being an integer, we get at 
once (replacing m by [m}) 


S Ye — = 1 n = 
(3514) max Re > 6,2} = (Red ») (aca ; 


mSy=m+n (3+ =) j=l m ss n ) 


Let now in Theorem I 0; be real, let a and d be positive numbers, further let 


Patter (O<)A<dAg<ees<dn 
be suc a 


d 
(3. 15) nh == ¥ GU oo l, , n), 
and apply it with 
a,é n 
zaz=e'’*,  m=a—. 


rr. 
Then the conditions of the theorem are fylfilled and we get that for suitable 


; ; n n cis 
. integers v, and ¥, in aay oe af 4n(3+ 


. rd : gh eke hoa 
Socosh( Fo] = (Sa) sa(ayaeal 


| 27a+d 


8 Mr. S. Knapowski whom I communicated Theorem Il found already an important 
application of it to the study of the sign of R(x); he intends to publish his results in Journ 
of London Math. Soc. In the mean time I improved Theorem II considerably; this will be 
published in the paper “On some further one-sided theorems of new type in the theory 
of diophantine approximations” in Acta Math. Acad. Sci. Hung. The numerous new appii- 
cations of these results will be treated in a joint paper with Mr. S. Knapowsk1. (Added ir 
proof 25 October 1960.) 


® ||x|| denotes here the distance of x from the next multiple of 22. 
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and 


But this gives at once ine 


COROLLARY. Under condition (3.15) we have 


max >, cos 4x>[36,] 3 Al ‘ ) 


aSeSa+a(3+— ~) j= 27 (a =e a) 


and 
= Li 1 d Qn 
min ¥ bcos 4x<—| Lieder ] 
ascSatd(3+7) j=1 ; ; 2 AT ea | (a +d) 
In particular (with x—4,,d=n): if O<)di< +--+ <4,52a—A, then 
max ys, cos ix >(3 785} (a 
aSrSatn (3+ ~) > on 27 (a+n) 
and 


min >, coshx<—(3 6) (ate ie 


aSr=atn (3+ x) = 


Or still more particularly: if 5 Shi<h<e <i S SE, then 


max >, cos x>(3'0)} 20 | 


aSrSatin j= 


and 


min > b; cos Asx << — (xs |e ae 


aSr=atin j=1 


4, First we reproduce shortly the proofs of some lemmas from my 
Indian paper, for the sake of completeness. 


~LeMMA I. Jf 
(4. 1) F(z)=1+aiz+--++aw2% 
is a polynomial with real coefficients and with all zeros outside the angle 


(4. 2) jarc z|}<% 


with a O<xs5, then there isa polynomial »(z) (with real coefficients) such 
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that F(z)g(z) is a polynomial of degree 


and with non-negative coefficients. 
For the proof we consider first the special case 


F(z) = F,(z)%#! 1—2 cos @-z+ 2? 


with xS\el55- Since for |z|<1 
1 -> sin (v+ l)e ae 
I—2cosa:z4+2 £3 sin @ : 


we have for an arbitrary positive integer k the identity 


(1—2z cos a + 2°) > at HC V an | — eee get sin ss ght, 
Choosing ) 
k= fs al 
we have 


sign sin (k+ 2)e——l, 
sign sin (kK+ lhe=+1, 
i.e. for F.(z) the polynomial 


[El-. 
(4. 3) olay > Aaa Pe 


settles the case with 


sin (1+ Ne aa fr sin| | Aa 


4.4 a(Z)Pa(z) = 
3-4) = Fo(2) Pal2) hie sin @ sing 
But (4. 4) allows to settle also the general case. If 


4; (J=152,..4 A) 
are the negative zeros of F(z), 


(j= 1, 2, ...5 Je) 
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the complex-conjugate zeros of F(z) with 


UT > a= > 
further 
Qj eri (j=1,2 »Js) 
the complex-conjugate zeros of F(z) with 
(4. 5) = = 8; == %, 
then 
(4.6) A+ 2f.+2j;=N 
and 
ji z Js 2 z 2 
F(z) vit +a)H 1—2 cos «(=)+(2) ; 
(4. 7) j=1 ° es fj I; 
2 2 
H 1—2 cos f;: {2 ae +(2 ) 
j=l 0; 


holds. Owing to (4. 4) we may choose as the required g(z) the polynomial” 
(with the notations (4. 3)) 


Js z 
(4.8) So(2). 
The degree of F(z)g(z) is by this choice, using (4.5) and (4. 6), 


eee 
A+2p+>(1 +|2]) Sfjt2nti(l AE Bi = 
j=1 7 x 


ee =e) Ge++4)—a1+15)) 


5. Denoting the coefficients of the above F(x)(z) by e, we need the 


Lemma Il. Jf the zeros of F(z) lie outside the angle |arcz\|<x and 
also outside the circle |z|<1, then 


ae ok 
For the proof of this lemma we remark that 


2 er= F(1)¢()), 


10 Empty product means 1. 
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i.e. from (4. 7), (4.8) and (4. 4) 
Jo ] 
Se=]] if('+ i) Et (142i coal +l 


_lobslaDo| alse 
7 sit Same 4 “isin Bate oF) 
Since 4;=1, 721, e;21, we have 


a(s+[sDe|, el 
J J 
Abe sin 6; sin8; } 


—=(slgloesla) 


sin 8; 


as 
; Die oe a 


Vv 


_- 


js 
aid girls [ [ 


j=l 


Bae 


Js ; 
Balin girtis Nf / [i 
j= B; 


and thus, owing to (0<)&<> 
Dey < 2am (] + 2)’ < 9s 


6. We now prescribe the numbers y; with 
(6. 1) ¥;>1 (U—1,2,...,N—]): 
Then we shall need the 
LEMMA III. To arbitrary complex &, &,...,&y with 
[E1| = |&|2z---2=/Ev|>0 
there is an index k with 1S=k=N such that the annulus" 


el 


<|2|<|&| 


contains none of the &’s and in ig case k>1 also the inequality 


1,,| = |E1| pie 
Y1Y2 +++ Vk-1 
holds. 


11 In the case k—=WN the lower bound is 0, of course. 
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Proor. If there are‘indices / with the property 


(6.2) IEaa| = EL 
yi 


we choose as k the smallest of them. If k=1, we have nothing, to prove. 
If k>1, then for all indices » with 1=v<k we have 


\Eoua| > el El 
and thus 
| > Bel, 1| [Seo Seperae [1 
YR-1 Pirie heady eee ‘ 


ta 


and, of course, there are no &j’s in <|2/<|5«|- If there are no indices / 


with the property in (6. 2), this een mths 


|5o| 


(6. 3) eer (veil 2, 8, 1V——1); 


in this case we choose k= WN and (6.3) gives again 


2A eee 


[bv Caner Yn-1Yn-2°°° V1 


(and, of course, there are no &’s for |z|<|&y|). Q.e.d. 

Further we shall use later the following theorem of NORLUND:” 

Let w,,W,,..., Wy, be complex numbers outside a closed rectifiable 
curve L, let g(z) be analytical outside and on L and vanishing for z=. 


Then writing 
ZU, &£(2)) =a+ d,(z—wi) + do(z— W1) (2—We) + ++ 
-» + d,-1(Z—w1) (2—We) .. . (2@— Wr-1) 


for the (only) polynomial of degree =v—1 which coincides for zw; with 
g(w)) (j=1,2,...,”), we have the integral representation 


: ol g(w)dw : 051 yey: 
(6. 4) 4 = Fri) (w—wi) (W—We) .. (W— Wy) Ren eae ) 
L 


12 For a verification see e.g. the German edition of my book, p. 43. 
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-7. Next we turn to the proof of our Theorem I. We introduce the 
numbers 3; (j=1,2,..., 2) by 


(7. 1) d; = 2; : 

: for eels deers ite 
(7. 2) CE) J 
hence we have 


\A|=A|=---=|F,|— 1, 
(7. 3) 
esslarcd|Su for j=1,2,...,2n. 


Among the %,’s there are possibly equal ones; let m1, 2,..-,™m be the 
maximal numbers of different ones among the 4s with |m|2|n2|= --- 
+++ 2 |m|—1, say; evidently /=2. Let 
L,(z, 2°") = do + di (2 — m1) + do(z—m) (Z— 2) + + 
ose + dh-1(Z— m1) (@— Np) ... (@—M-1) 
be the polynomial assuming for z=, the value m>"-! (v=1,2,...,0). 
Since |7,|21, we may choose as contour L the circle 


(7. 4) 


 bededt 
(i50) . Kod hess Seay, ees ap 
and apply NORLUND’s formula in (6.4) with g(z)—z-™"!. This gives 
1 J dz 
7.6) d= —— ene ereeoeneiepni eee ¢ Fane a fos 
( ) J Qi zmtl(z— m1) (z—np) cm (z—nj1) U 0, ected 1). 
bl > re 

Since we shall need the polynomial L,(z,z-™-!) in the form 
(7.7) CO) + cz + oe + c(t) 2h}, 
(7.4) and (7.6) give : 

] dz 
7.8 Oe) 2 nd nb Ne me 
18) G1 44 27i J zmtl(z—mi) ... (@—m) 


=1-— — 
lel 2 mtn 


and for O=/=/—2. 
P= d— dar S nitde Dino = 
ISj,\Sj+1 


IS <jeSit2 


aia i h _ sisi” 
2ni zmtl(z—m1) ... (Z—j+1) Z—Njr2 
\s| =1-> — 


2 m+n 
ssiStap a =e dz 
(Z—nj+2) (2—Njx8) 
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or 
iePls [ex ‘KEE 
a {z["" |z—m||z—n2| .. . |2z—j41| + 
|z|= aes 
(7.9) 2 min 
{re aol sep Step Hl tl io 
|z—m1| |2—me| . . . |2—7j49| + ml [z—ma]... |/2—npasl 
We consider the terms 
1 
——_____—_—_—_______ ef [, 
‘ |z—m| |2—me|... |2—aja| ~~?” 
an 
| (7. 10) pee. det UJ, 
[293 | |2-—9js| =< (2——Tyeri] 


in (7.9) for s=1,2,...,/—j—1. If all 7,’s are absolutely =2, then 
Uy}? | 
Gf Se els Sa (S==-0,.1)..../—/—1) 


1 n j+st+l 
[-y m+ | 
and thus from (7. 9) 


1 mel is-17 ; j+s+1 l 
ci} < S dik) i ett e( Seer l 
I =e n >| S tes n visi ks n I—j—1)" 
(7.11) 2m-+n 


If not all 7’s are absolutely =2, then there is an index 4 such that 


| | =| 2|= --- =| ma) >22| mail| = --- S| mal —=|m|—1. 


+ n 


Let us observe that for h=/—A and |z|=—1— ar we have 
7a | in| =A m+n 
[zm] ~[r|—1 = n 
d for h>I—A and |z|=1-4 —" 
and for A>/— - 5 in 
ei we oS ae 
[Zee Eten a 
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Hence owing to |7m|21 for s=O,1,...,/—j+1 
j+s-1 
uli 7a 


s Jz—m| 
and thus ete 
its m-+-n j+st+ 

uns") [424] 


But then from this and (7. 9) 


m+1 7-5-1 = i+s+1 
Pia l eae 2, Us <= e" 53 feed (ane) < 


+n 


Fi ea l ] 
<€ [4 > aes el 


This and (7. 11) give for all O</=S/—1 


to] — 
3 


m+n of bl 
(1) n 
(7. 12) |c| Se [4 - WEEsht 
8. With the above \j’s we form the polynomial 
(8. 1) 0) =I] {1-2). 
j=1 Nj 


Applying Lemma I to F(z)=m(z) and N=! we have a polynomial (z) 
such that the degree of w(z)@(z) is 


= f(t 


its coefficients are non-negative with the sum =2', owing to Lemma II. 
We now form the polynomial 


(8. 2) Gi) =2(8™ meh Mero @)o(2) (1+ 2427+ +++ +2"). 


The degree of G(z) is at most +-(3+|2|}—1 its coefficients are non- 
negative; moreover, since 

(Zz) (2) =! me sae, 
the coefficients of 2°, z,2?,..., 2! in w(z)p(z)(1+z+---+2') are at least 
1 and hence from (8. 2) 


U 
(8. 3) coeffs. 2/ in Gia) =2(8"+") (j=0, 1,...,1—1). 
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With this G(z) and Li(z, z-”-) we form finally the polynomial 
(8. 4) Q(z) =Li(z, 2") + G(2)= > cP 2” 


of degree = $(3+|2])—1. Let us observe from (7.7), (7. 12), (8.3) and 
(8. 4) that | 
(8. 5) c=0 (y=0,1,...,/—1) 


and the same inequality holds evidently for 


Owing to the structure of Q(z) we have 
: a 1 
> ag ny =f) (2, Zz ‘=n; => rae , 
v J 
ewior y= 1)2,%.., 20 
8. 6 c&) oe? SS =— |, 
(8. 6) | = : 
0=r==(3+[=])- 1 
If 
(8. 7) b==0,, tot J=n-=- 1,553, 22 


multiplying in (8.6) by 6;, summing for j= 1, 2,...,2n we get 


(8. 8) aor [Re 2 4; zt] =Re > by. 
I= / a 


Owing to the non-negativity of the c®”’s it follows, taking also /=2n into 
account, 


(8. 9) max Re 2, bz =e ; 


mtlSv=m+n (3%) 
We still need an upper bound for c®. (8.4) and (8. 2) give 


TO=Le, zmt) +G()= Ya +-2ie"(g mM oo(1)g(1) = 
(8. 10) 


= Die +21e"(16™ ey 
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owing to Lemma II (with Fo). Since from (7.12) and (8.10) we have 


U 
SS (s gmt Mn 4 aie (1622 =< 


Fs 


<(4n4n)(t6ye™*") <5n(27™4 
(8.9) gives 


n 1 n 2n 
(8. 11) max Red baz — (Re> 6) 3 areecay | ’ 
m+1Sv=m+n (3 + =) 
v integer 


which proves the first part of Theorem I. 


9. Next we turn to the second part of Theorem I; the necessary changes 
are slight. We consider instead of Q(z) in (8. 4) 


(9. 1) 1i@Z=—LEz")+6GQ=— S. cz. 
-=3 (EE) 


Owing to (7. 12) and (8.3), as above, we get 


(9. 2) =0 (>= 4(3+|=]}-1). 


With the above 7’s, taking into account the form G(z) in (8.2) and also 
(9. 1), we get | 


1 
a? ny = Qi) oe = (2, 278) ae 

or ‘ 

(9. 3) DCF nt (j= 1,2,..., 22). 


With the convention (8.7) this gives 


2 cf [Re nar) pee Re 36; 


and owing to the non-negativity of the c‘’s 


(9. 4) min Re>b27s—— 
m+1=ysm-4n (8+ ) j= i¢ > co 


. x 
y integer 
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From (9.1) we get as in (8. 10) 


> c= ~So+21e'(8 fe 


+ Mo) g(t) = < DS, ley) +210" (16 bee < 


<5n [27 ye as ay 
and thus , 

d n n 1 n Qn 
min Re 2 bz — [Re | oe eee Eas ] : 


m+lS=v=m+n (3+ ty 
vinteger 


which proves the second part of Theorem I. 


| 10. Next we turn to the proof of Theorem II. We apply Lemma III 
with N—n, & —z, and 


1 
m+1 


(10. 1) thy 


10n'(27 g 2 ") 


This assures the existence of a k (1=k=n) such that there is no z, in 
the annulus 


(10. 2) 


[2«l <|z|<|z.| 
Yr 


and in the case of k>1 the estimation 


oye ee ee 
(10. 3) CS Ss areregs 
22 Zk 
a. —,...,7—> and 
holds. Applying Theorem I to Fae Teal’ EA an 


bie byet =e == by = 1 


we get the existence of integers , and 7 with 


m+isnsm+k(3+2](sm+n(3+4] 


% 
and 
m+isnsm+k(342 as! 
such that 
R : pela y lz” 
(10. 4) C27 = 5k 21m +h | 
and 


: y, k ie "9 
(10. 5) Re 2 2° = — oles teal zx. 
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If kK<n, then owing to (3.9) and (10. 2) we have 


Re > 


cals 


<n|Ze1|” =n— 


and thus 


\2k 


1 k n 
Red 2 =| (acts) 7 


j=l 


2." = 


(10. 6) 


V 


k Se 
a" PaO ied ai 


L.. (ey Re ae ee 
a eral aim th | ae 
using also (10. 1). Similarly from (10. 5) 


a si 1 k 2k a 
(10. 7) Re > 2 =—telatsn| fey 
If k=1, this gives 
10.8 Red z= (aaa) 
(10. 8) os 110 \21n1) 
and 
1 2 
Oe) Red 2 Fa 27(m + "E 
If, further, 1<k<n, it follows from (10. 1) and (10. 3) 
: ne men (3+) 
1 mn ( ) k-1 | j 25 m+ 
% > ds pres EE 5, ez 
| 2x = (1 Lf sal-accp | - 
men (3+) 
eG Ue Up ees 1 net 22) 
> Ht ad eaicesiy | ny SB) (area ss 


: n%(n+1)(3+ =) 


(4 I(m-n) 
and thus from (10. 6) 


Qn n(n+1)(3+ =) 
Re» ai'> i0n verter am | = (sas 


The same reasoning (even still simpler) holds for kn. Since |z,|"" can be 
estimated from below exactly in the same way, the proof of Theorem II is 
finished. 


2nt(3+ =) 
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APPLICATION D’UNE NOUVELLE METHODE DE SOMMATION 
AUX SERIES TRIGONOMETRIQUES ET DE DIRICHLET 


Par 
M. MIKOLAS (Budapest) 
(Présenté par P. TurAn) 


En commémoration du professeur Ltopo.w Feykr, décédé le 15 octobre 1959 


° 


§ 1. Introduction 


1. On sait que plusieurs méthodes de sommation se sont montrées 
-avantageuses dans la théorie des séries trigonométriques depuis 1900, année 
de la découverte du théoréme fondamental de FejéR.’ Il est connu qu’au cas 
des procédés classiques (tout d’abord de ceux de Cesaro et d’Abel—Poisson), la 
‘sommabilité en un point x de la série de Fourier d’une fonction f(u)€ L(0, 22) 
dépend de la nature de aie ¢ fonction au voisinage infinitésimal bilatéral de 


x; en particulier, la somme FU+04+-40— O)] s’obtient pourvu que x 
soit un point “régulier”.* 


2. Dans cet article, nous allons traiter une nouvelle méthode de som- 
mation des séries trigonométriques, qui est liée avec une théorie récerite des 
intégrales et dérivées d’ordre complexe [9] (s’appuyant sur une généralisation 
de l’intégrale fractionnaire de WEYL). Cette “méthode (8), appliquée d’abord 
a la série de Fourier d’une fonction f(u) de période 1, bornée et mesurable, 
nous améne a une condition simple — nécessaire et suffisante — pour la 
sommabilité en un point x, notamment a l’existence de 


(1. 1) fx t+0= iim ( 6 fox +t?" at), 


6>O étant fixé et arbitrairement petit.2 Pour la méthode (%8.) ou (Q8-), il 
s’agit donc d’une condition unilatérale en ce sens que les valeurs de f(u) 


1 Remarquons que, contre la plupart des citations, ce théoréme a été publié dans 


[1] (et non pas dans [2]) pour la premiére fois. Voir ‘aussi [7], p. 36. 

2 Cela s’explique évidemment par le fait, que chacune des deux extrémités de [0, 27] 
est un point “exceptionnel” pour les intégrales singuli¢res correspondantes. - 

8 Il ressort que, si la limite (1.1) existe pour une valeur particuliére de 4, elle est 
indépendante de 6; f<x + 0> donne alors, respectivement, la somme (%%,) ou (W_) de la 
série de Fourier. 


8 Acta Mathematica XI/3—4 
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respectivement dans (x,x-+0) et (x—d,x) y figurent seulement.* En parti- 

culier, la somme (28,) est f(x-+-0), la somme (2 ) est f(x—O), pourvu que 

la limite en question existe; dans tout segment de continuité, la sommabilité 

- (W,) est uniforme. (Cf. Théoréme I.) “L’effectivité” de la méthode peut étre 

illustrée en discutant la relation de sommabilité (28.) et des points de Le- 
h 


besgue: on trouve par exemple que l’existence de la limite de h' | Sf (x+ t)dt 


0 
pour h-»-+-0 entraine celle de f<x+0> (analoguement pour les limites cor- 
respondantes 4 gauche), mais f<x-+0>, f<x—O> peuvent exister simultané- 


ment sans que 
ath 


(1. 2) lim & | fae] 


existe (Théoréme II). 

Par ailleurs, le Théoréme | fournit en méme temps une solution alter- 
native d’un probléme di a L. FEJER (cf. [3], [10]): déterminer séparément les 
limites f(x-+0), f(x—O) de la série de Fourier de f(wz) et par la la différence 
(saut) f(x +0)—f(x—0), x désignant un point régulier. 


3. L’extensicn (1. 1) des limites unilatérales peut aussi s’utiliser lorsqu’on 
applique la sommation (28.) aux séries de Fourier dérivées (cf. § 5). En ce 


lieu, nous avons besoin de certaines généralisations F121 (x) des _ dérivées 
d’ordre p a droite et a gauche (p =O, 1,...); en particulier, I(x) —=f<x +0> 
et fl"l(x) est une “limite W_,” au sens de [9]. fv 

Enfin — ce qui est une extension naturelle — nous considérons le 
séries de la forme (s complexe) 


S2@n2)"| cos (2nsex— 75) + 8 on [2n-0x a: \| 
| asi 
: 1 


(1. 3) : 
: | c,= lf cos 2nztdt, Ba= f(t) sin 2nst dt, 
i 0 


a condition que f(u) ou l'une quelconque de ses dérivées appartienne a une 
classe L*(0, 1) (1 <q < oe); le résultat nous permettra (par exemple) de som- 
mer des séries de Dirichlet ordinaires sur la frontigre de leur domaine de 
convergence dans des cas “difficiles”, la somme étant exprimée par le moyen 
des limites W, fi(x). (Cf. Théoréme III.) 


* La raison de ce fait est, comme nous verrons, que le “noyau” Bo (u) = (0) . 
“C(1—8, u) (0<6<1,0 <u< 1) aun seul point singulier dans (0, I], 4 savoir uO. 
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§ 2. La méthode (..) de sommation; 
la fonction auxiliaire 3,(u) 


1. Partons d’une série trigonométrique 
(2. 1) Ay +2 > (A, cos 2nzu +B, sin 2nzu), 
nai 


A,, B, désignant des nombres réels ou complexes arbitraires et w une vari- 
able réelle. 
Les intégrales (les plus simples) d’ordre p de cos2nzx, sin2nzx 


étant de la forme (2nzr) ’cos (2x mu — $2) et (2nz) ” sin [2n cu— Bg) (p>0, 


entier), il s’impose de considérer au lieu de la limite des sommes _partielles 
de (2.1) les limites: 


@ 


: 2 m0 att 10) 
(2.2) Ay+lim y ata|4 cos [2nsu+ 24 2, sin [2asu+%)), 


6+>+0 n= 


DEFINITION. Supposons la convergence de 


(2. 3) S22n2)° E cos (2x +% 7) +B, sin (20: ax+- 0) = >, (x, 9) 
n=1 


pour 0>0 suffisamment petit. 
Si la limite de Nae (x, 9) existe pour O-—+-+0, on dit que la série (2.1) 
est sommable (%..) au point x avec la somme (%8.) 


(2.4) _ Act lim Dis (x 9). 


La sommabilité (28-) et la somme (%8-.) sont définies d'une fagon ana- 
logue, en remplagant io 3) par 


(2. 5) S2enay"| Acc cos (2ncex— 27) + Basin (2n2rx— 2)! > @). 
Remarquons que, en considérant (2.1) sous la forme 
a Cyeta (C= Ay; Co = Ain iS 2) Bint, 210), 
on obtient pour >> +(x, 6) les expressions 
a Claeeare 


avec la valeur principale de la puissance d’exposant —@ et avec la_restric- 
tion n= 0. 


8* 
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2. Tout d’abord, nous énongons le simple 


LEMME. Si (2.1) et sa série conjuguée convergent simultanément en un 
point x,° alors (2.1) est sommable (X8+) en ce point, les sommes (X8,) et (W-) 
étant identiques a la somme ordinaire de (2.1). 


En effet, dans notre condition on peut écrire 


PINe 4) = cos - eas, Were nap (A, cos 2nax+B, sin 2nax)+ 
(2.6) . 

| + sin Ee > (2 aay (B, cos 2nax—A, sin 2nzx), 

n=1 Z 


ce qui fournit immédiatement pour 6-—+-+ 0 le résultat en question par une 
proposition ‘‘de type Abel” sur les séries de Dirichlet (cf. [4]). 

Il_est clair que la condition de la convergence de la série conjuguée 
peut étre remplacée par la restriction plus faible 


> 2(2nn)° (B, cos 2nax—A, sin 2n2x) = O71) (6— +0). 
n=l] 


3. Pour obtenir un exemple non trivial, posons A A, = B,=1 
(n>1). Alors on aura, par une formule importante de Hurwitz:° 


a (x, i> aa Qnap cos(2nzex + 24) — 


(2.7) tee Sp 2008 2nnXie Ve 7G s2 sin2nax 
2 neko eree 2.'nest eZee 


= 10) t1—6, Px) O<6 <1; 02 ret) 


ot G(s, uw) signifie une fonction telle que O(s,u+1)—C(s,u) et &(s,u)= 
==C(s,u) (O<u=1), C(s,u) désignant la fonction ¢ généralisée.” 
Pour plus de briéveté, soit 


oo w= )Fean eae 


° Cest-a-dire, la série de puissance 2(A, + /B,)2" est convergente au point aera ae 
du cercle-unité. 
6 Voir [11], p. 269 pour R(s) < 0, O< u=1. — Comme nous l’avons montré récem- 
ment, ceci est valable aussi pour O= 2X(s)< 1, O< u <1; cf. [8], p. 148. 
ise) 


* On sait que ¢(sru) est engendré, par. ta série > (rita) <5 (Rs) 1a 0) aa 
p rolongement analytique; ¢(s, 1) = €(s). m=" 


APPLICATION D’UNE NOUVELLE METHODE DE SOMMATION 321 


En observant que 3,(u) a été considérablement utilisée dans [9], nous nous 
référons aux faits suivants:* 1. 3,(u) est une fonction entiére de la variable 
complexe s pour chaque uw réel, _fixé, et une fonction dérivable pour 
UE (—ov, ©), u-0, +1,..., quelle que soit la valeur de s; 2. dans les 
extrémités de OXu=1, on a 


(2. 9) 3.(1 0) = P(s)*S(1—s), 


(2.10) 3(+0)=I(s)'$(1—s), 
| §s(u) = 3.(u)—I°(s) *u"* 


et il subsiste |’équation fonctionnelle 
li). # Bout (t) = 3,(u) fumeDerl a). 


Cela posé, on voit immédiatement que la série (totalement divergente) 


(2.12) 2 > cos 2narx 


n=1 


est sommable (28,) ou (28-) pour. x0, +1,... avec la somme —1; le méme 
résultat s’obtient par la méthode (C, 1). 


§ 3. Application a la série de Fourier 


1. Considérons !a série de Fourier d’une fonction f(u) € L(0, 1): 


& +2 > (a, cos 2nau+f, sin 2nzu), 
n-1 
(3. 1) 1 1 
On = | f(t) cos 2nat dt, 2, =| F(t) sin 2natt dt. 
0 0 


On sait maintenant que pour 0<6< 1 


( S(x 0) = cos Be 7a 2(2nz)’ (a, cos 2nax +8, sin 2nsx) + 
(3. 2) oe 


70 


+ sin a 


> 2(2n2)° (G cos 2n:tx—ap Sin 2nzx) 
n=1 


converge en presque tout point x.’ 


8 Cf. [9], p. 84; [8], p. 145—147. 
9 Cf. [9], p. 99. 
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2. Dans ce qui suit — pour assurer la convergence des séries (3.2) — 
nous supposerons que f(u) est mesurable et bornée dans (0,1) et de période 
1, sauf si une autre condition est formulée; de plus, soit toujours O<x<1 
ec O<6<1. 


THEOREME I. 1. Pour que la série (3.1) soit sommable (28,) en un point 


x, il faut et il suffit que la limite : 


(3. 3) fix +0= jim (6) foto" at] 


existe, 0 >0 désignant un nombre fixé arbitrairement petit.” 

Si (3.3) existe pour une valeur d—0,>0, elle est constante pour 
0<0d50, et fournit la somme (%8,) de (3.1) au point x. 

2. En particulier, f<x+0>=f(x+0) pourvu que cette limite existe. 

3. On a des énoncés entiérement analogues concernant la méthode (%8-), 
avec f(x—t) pour f(x+). 

4. Si f(u) est continue en tous les points x d’un segment [a, 6], (3.1) 
est uniformément sommable (X8+) dans cet intervalle avec la somme f(x). 


DEMONSTRATION. |. En utilisant une extension de la formule de’ Parseval 
(cf. [9], p. 99—100) ou la convergence ‘‘majorisée” des séries" 


$7 cos 2nztu — sin 2nscu 
eon) (20a ene Lager 
dans l’intervalle O0<u<1 et le théoreme de LEBESGUE sur |’intégration terme 


a terme, on trouve les séries (3.2) convergentes pour tout x (€(0,1)) et la 
formule (cf. (2. 7), (2. 8)). 


(2nz)° le cos [2nzex + 7 | + 6, sin (2n wx+ #8) =< 


(334) i ae 
= j f(u) 30(u—x) du = j f(x+t) 30(t)at. 


Soit x fixé et envisageons la aehitass intégrale sous la forme suivante 


(cf. (2. 10)): 
|! Jie+9 Bd |e Opiate Pr (9) [rotor tats 
(3.5) 4° 0 


ot roy’ | feee oe bet sa hidle lg 


10 Cf. le “principe de localisation” de [9], p. 95. 
11 Cf. par exemple [5], p. 33, 95. 
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Pour étudier le premier terme, nous observons 
0< 1) *S(1—6)—~30(t) = 19)? > [n(n +." < 
n=l 


3.6) - 
= r@)" > [n°§—(n+1)"J=L(6)"  O<t<}). 


Comme I'(6)'++0 (6+-+0), il en ressort que 
[A+ | S|h—P(6)"S1—8) ca] + | eof) E18) + 1] |= 
=I(6)" | \f(e+d|dt+|a| [PO SI—# +1\<=, 
0 


juel que soit « positif, 4 condition que @ soit choisi suffisamment petit: 
Be 02. 
Quant au deuxiéme terme, on peut établir 


3.7) 


\. 


h—6 | f(x-+0) at —6\"(6+1)'—1| jretot al = 


3.8) 
=K(I-16+#1)']< = 
vec K—=sup [f(u)|, si 0< 0%(<1). 
Enfin, pour 0 € (0, 1) fixé, il subsiste 
3.9) Ls] <0)" K log (1/0) < ©, 
stant supposé que 0< 6%”. 


Ainsi, en conclusion de (3. 5)—(3.9), on obtient le reésultat: 


3. 10) 


er : 
cot] fex+ )3a(at— 0 | fort Nard 2 atztz=s 


5€(0, 1) étant donné arbitrairement, pourvu que 0<6<46;; par (3.4) l’iné- 
yalité (3.10) fournit ce qu’il nous fallait montrer sur la sommation (2,) 
le (3.1). 
-Remarquons que la différence 
dy 


- 8 : 
of fix+ot ato | fixtpt dt O<d<d) 
i 6 0 


endant-évidemment vers zéro pour 6—+-++0, l’existence de la limite du pre- 
nier terme entraine le méme fait pour le second, avec l’identité des valeurs 


les limites. 
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2. Supposons que f(u) posséde une limite 4 droite en x. Alors on aura 
pour 0<7<d<1, M= sup |f+t)—f +0): } 
St= 


‘ | 
(3.11) \lo|nx+oe'a—fe+0)| (6 | +—fe +O” dt) + 
| +|0°—1| [f&+0)|=3 sup [f(x +) —f(& + 0)) + 4M log (/n) 


et les derniers termes tendant respectivement vers 0 avec 7 et (pour 7 fixé) 
avec 9, leur somme devient aussi petite que |’on veut lorsque @ est choisi 
assez petit. . 
3. Dans le cas du procédé (28-), nous n’avons a modifier que certains 
signes aux raisonnements précédents: le rdle de f<x+0> sera joué par 


6 
(3.12) f<x—0>= lim (a fx—t? at}. 


4. Pour vérifier l’énoncé sur la sommabilité (28) uniforme, il suffit 
d’observer que 1° si f(u) est continue dans [a, 6], on peut écrire (cf. (3.11)): 


(3.13) la [px +00 afc S © (aif) 4M" log (8/n) 


pour a=x=), avec O<7<0<1 et . 
M"= sup |f(u)—f()|, 
a=x=b 
@ f) désignant le module de continuité sur [a,b]; 2° les bornes figurant 


devant les derniers termes de (3.7)—(3. 9) sont indépendants de la variable Bs) 
_En effet, pour cette raison, on obtient en chaque point x € [a, 6] simul- 
tanément 


<é, 


[cot [fe +9 3o(at) —A0) 


pourvu que 6<4,=6,(«). C.q. f. d. _@ 


3. Ajoutons d’abord un corollaire du Théoréme I: /a condition nécessaire 
et suffisante pour que (3.1) ait f(x) pour somme (W..) en un point x, est 
que, pour un 0 € (0,1) convenable, 


(3.14) Gay fOR eR 
avec la notation <~(u)>u—.10 = <x + OD (cf. (3. 3), (3.12). 
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Nous mentionnons déja maintenant que f<x—0O), si elle existe, est en 
méme temps égale a la “limite W,” correspondante, c’est-a-dire 


(3. 15) F<x—O> = fio (x). 
(Cf. [9], p. 85—86 et (2. 8).) 

4. Il est aisé de voir qu’au cas de l’existence de f(x-+0) ou de f(x—0), 
les résultats justement établis nous permettent de calculer simplement ces 
limites unilatérales de la série de Fourier (3.1) et ainsi ils donnent une 
solution du probléme de FEjérR, formulé dans l’introduction. 

Citons un théoréme de FEJER qui s’y rapporte (cf. [3], p. 166): si f(u) 
est une fonction qui satisfait aux conditions de Dirichlet, on aura 

lim 
N->o 


s==f{x.t0), 


@o+2 Slescosn (2-rx+ + ° +8 sinn (2: OX + ra 


ou @ désigne une racine positive de 1l’équation transcendante Si (0) = 


—[r' sintdt 0. — Les considérations de [3] (en connection avec le 


0 
phénoméne de GiBBs) furent développées progressivement par ROGOSINSKI [10]. 


§ 4. Sommabilité (28.) et points de Lebesgue 


1. En vertu de ce qui a été dit plus haut, les limites f¢x+0> peuvent 
étre considerées respectivement comme les généralisations des limites ordi- 
naires unilatérales f(x +0): voici la raison des notations. Appellons un point 
x point (284) ou point (%8.), suivant que f<x+0> ou f<x—O> existe; on 
voit alors que tout point régulier (au sens introduit par LEBESGUE) est simulta- 
nément un point (28,) et (28_). Un tel point sera appelé brigvement point (2). 

Or, on sait que la condition suffisante la plus générale utilisée dans la 
théorie de sommation des séries de Fourier est l’existence de 


(4.1) | fo(x) = lim ( Jr ut), 


c’est-a-dire que l’intégrale indéfinie F(u) de f(u) ait une dérivée symétrique 
au point x; notamment, (3.1) est sommable par une méthode (Corr cet: (et 
ainsi par celle d’Abel—Poisson) en x avec la somme f(x), si cette limite 


12 Cf. par exemple [14], p. 52-56; pour r=2 voir Lesesave [6]. 
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existe.'2 L’existence de F’(x) ou la coexistence de 


h 


(4. 2) f(x) = FL) = lim, (i | fet pat| 

Su 0 
et 

h 

(4.3) f(x) =F.) = lim (a J fe—tat) 

i 0 
entraine naturellement la condition (4.1). — Il est convenable pour la suite 
de faire usage des notations point (20), (+) ou (&-), bien entendu un point 
ot — respectivement — la limite (4.1), (4.2) ou (4.3) existe; au lieu de 


“point (L,) et (_-) simultanément” on dira aussi point (Y). 

2. Précisons tout d’abord, que (cf. Théoréme I) l’ensemble des points 
(28) d’une fonction f(u) bornée et mesurable est identique a celui des 
points x ou (3.1) est sommable (Q8..), ainsi que: la série (3.1) est sommable 
(C,r),r>1 en chaque point (fo) ou (2) (dans ce dernier cas ayant la somme 


5 Ls) +409). 

Cela posé, il subsiste le 

THEOREME II. 1. Si x est un point (&,), il est aussi un point (%8,) et 
on a f,(x) =f<x+O0>; on peut substituer dans cet énoncé moins a plus. 

Donc, pour toute fonction f(u) en question, ensemble des points (28) 
contient tous les points (&). 


2. f(u) étant choisie convenablement, il existe un point (%8), qui n’est 
pas un point (%,) ou (&-), ni un point (Lo). 
t 


DEMONSTRATION. 1. En posant F, () =| fix+u)da, supposons que 


v0 


(4.4) tim =O — 5,¢3) 

existe. Ainsi on aura 

(4. 5) F, (t) = f,(x)t+ n-z(f) 

avec 

(4. 6) lim .(t) =. 
t>+40 


D’autre part, en intégrant par parties il vient (0<d=1,0<6<1) 


6 é 
(4.7) [fect tat =F,()0"'+ (1-0) | F(t? at 
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En utilisant (4.7) et (4.5), nous écrivons 


6 

Ol f(x+Ot'dt—f.(0) = 
(4. 8) é 

= 00° *F.(8) + f.()[0° (I—4) — 1] + (18) | ne) at = 

=/); +)o+Js. R ; 
Si l’on observe les inégalités 
| i] =4- sup (f° F.(0), 
(4.9) Ue] < A) |" —1), 

Us| < sup |nx(d)|, 
(0,9) 

il s’ensuit de (4.8) que, pour 0 convenablement fixé (cf. (4.6)) la différence 


en question devient inférieure en valeur absolue 4 tout nombre «>0O donné 
a l’avance, pourvu que @ soit suffisamment petit; autrement dit 


(4.10) lim (offen fat] 


existe et est égale a f,(x). 

On montre d’une facgon analogue, que |’existence de f(x) entraine celle 
de f<x—O> et Tidentité des deux limites. 

2. Discutons la fonction g(x) (en escalier), définie dans |’intervalle 


1 
(0 Z| par 


(4.11) Hee Mart t piety ee 2 ee 1. 2.), 


Tex vag’ teak yalccas gee Meemialt C24 ee Ma 


d’ailleurs paire et de période 1. 


Il est clair que Ja totalité des discontinuités de g(x) dans > + 


: 1 hail 
se compose de |’origine et des points -+ 3 (Wal 21 Le vay (v==1,2,.::); 


notamment, xO est un point de discontinuité de seconde espéce, le reste 


contient ceux de premiére espéce. 
En méme temps, considérons lintégrale 


Gx) = 


(4. 12) | J edt; 


Leeman 


ro| 
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est une fonction impaire et partout continue, ayant aussi la période 1. 
G(x) est représentée dans [4 a par une ligne brisée (infinie), dont tous 


Zee 
1 1 ke} 1 161 
les sommets sont les points (+ 0}, (3-4 ; (4.0],(4575}-(49-9)-(aa-aa)- 
(4. 0}, ...j on trouve |G(x)|= > |x| (avec égalité seulement pour x—+3", 
n=1,2,...) de sorte que G(0) 0. 

Or, il est aisé de voir qu’aucune des limites (dérivées) g.(0) = Gi; (0), 
g-(0)= G20), go(0) = Gay(0) ne peut étre finie et déterminée, car le rapport 
G(h)/A est oscillant également pour A-+~+0 ou A4-+>—0; en conséquence, 
x=0O n’est ni un point (2,) ou (2-), ni un point (fo). 

Par contre, on obtient 

1 1 


C) Me 7) Baton, je , 
= 2*_-(> za"_ 33 =2°—2-——  (0<6<)); 


n=l PEP 


L - 
&£0>= lim . | ora) ee Pe ilar ea he 
++ i 


ce qui montre que l’origine est un point (8) de g(x). C. q. f. d. 


3. Remarquons, naturellement, qu’il n’y a aucune difficulté a construire 
— d’aprés le modéle de g(x) — des fonctions avec un nombre prescrit de 
points (28), ‘“‘exceptionnels” au sens donné plus haut. — Ces exemples pren- 
nent plus encore de |’importance en observant le fait (cf. un théoréme de 
Harby et LITTLEWOOD; [14], 10.45 (II)):* pour que la série de Fourier d’une 
fonction bornée soit sommable (C) en un point x, il faut et il suffit que x 
soit un point (_) de la fonction. Aprés ce qui précéde, /a série de Fourier 
de g(x) nest pas sommable (C,r) au point x0, quel que soit r>0O, par 
contre, elle est sommable (8+). 

Quant a la premiére partie de notre théoréme, il est bien connu que 
l’on a pour toute fonction sommable f(u) presque partout . 

ath 


(4.13) tim (> | Lf(—Fe|at |—0 


* L’auteur est reconnaissant au professeur A. Rény: d’appeler son attention sur la 
proposition en question. 
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(LEBESGUE [6]). Si les points x avec (4.13) sont nommés points |&!, on verra 
qu'il s’agit 14 d’une catégorie spéciale des points (£), donc — pour f(u) 
bornée — d’un sous-ensemble des points (2). 

Il s’ensuit que (dans notre cas) presque tout point x est un point (28). 


§ 5. Séries de Fourier dérivées; 
cas de séries de Dirichlet ordinaires 


1. En dérivant p-fois la serie (3.1), il résulte 


(5. 1) 2 > (2na)" Jeacos [2nzeu aaa +8, sin [2nzeu +22) 


(p= 1, 2,...). 


(5.1) est aussi une série de Fourier, a savoir celle de f(u), si f® (w) est 
absolument continue dans (0, 1].’* Ainsi l’application du Théoréme | fournit 
(entre autres) la proposition suivante: 


Dans le cas oi fu) (p=1) est absolument continue et f'” (u) bornée, 
pour la sommabilité (Xs) de (5.1) en un point x il faut et il suffit que 


(5. 2) f2(x) = lim (6 j fF xt pi at 


existe avec un 0>O fixé; si (5.2) existe, alors on aura 


(Bi) © 4 
(5. 3) e 2, 2(2n2)°|aqcos (2n2x+ 27) +8, sin [2nax+24]| — f!P) (x). 
Observons que f(x) —f<x + O> et, plus généralement, f'2(x) peuvent 
étre regardées comme extensions des dérivées ordinaires d’ordre p a droite 
et a gauche (de f{?(x) et resp. de s(x). En effet, si l’on écrit f(u) pour 
F(u) au Théoréme II, la premiére fonction étant supposée absolument con- 
tinue, on obtient que l’existence de f(x), f!"(x) découle de celle def’,(x)resp. de 
f(x); dautre part, G(x) (cf. (4.12)) est une fonction particuliére pour 
laquelle G'J(0) existent simultanément, sans l’existence de G4(0) (et de 
Gay (0)). L’ énoncé complet s’obtient en considérant successivement f(a), 


me (u).etc.. °°, 


14 Cela implique, comme on le sait, l’existence de fu) p. p. 


15 M. Zamansky [12] a-traité le probléme de trouver des méthodes linéaires sommant 
(5.1) partout a la dérivée symétrique f/,) (x) ot cette derniére limite existe. — Voir aussi [13]. 
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2. Quant a la sommabilité (YW) de la série (natureliement généralisée) 


(5, 4) Si ant as = Jexcos(2aseu— 5+, sin (2nccu—45}|, 


n=1 


ou s désigne un nombre complexe, nous avons apparemment besoin de la 
aiid de 


(5. 5) a Fe ore “| enc08 [2acra ig Fst) +B, sin [2a +5 fo (ae ») 
= i ( 
(0<@<1) 


au point wx en question (cf. (2.3), (2.5)); pour assurer cela, nous suppo- 
serons que f(u) est choisi dans une classe L*(0,1) convenable (dépendante 
de s). En outre, nous pouvons établir aussi que le cas de la sommation 
(M8_) se distingue essentiellement au point de vue de la représentation de 
(5.5) sous la forme d’une intégrale. 

Précisons: 


THEOREME III. 1. Soit f(u) € L’(0, 1) (l=q<.) et s) un nombre com- 
plexe avec K(s)) = 1/9. 
Pour que la série (5.4) soit sommable (28-) avec u=x et $=Sp, il faut 
et il suffit que 
- 6 
(5. 6) im (fxr tat (0< 851) 
+09 
existe; si cette condition est remplie, la somme (%8-) de (5.4) pour u=x, 
$=, prend la valeur (cf. (2. 10)) 


fa (x) = | fx—1)3, (dt + 
(5.7) ; 0 


é 


| +10)" | f(x—1) f°" dt+lim [ro —oeeat |, 
Fy §++0 5 


2.Pourvu que f‘”-(u)(p =1, entier) soit absolument continue et f” (u)ELX0,1) 
(l=q< oe), la condition nécessaire et suffisante pour la sommabilité (W_) 
de la série 


(5. 8) 2 2(2n2)?* |eacos [2nscx -+ 5 (p =) +f, sin(2nzex a 5 (o—s))| 


se réduit a l’existence de la limite 
3 


(5.9) lim | tid (es) sete 


9->+0 4 
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dans ce cas, il subsiste 


(B_) © 


oa 2(2n2) *lencos [2nax 4+ 5 (p—s)) + 


(5. 10) + 8, sin (2n mx > (p— s)}| = [Px—1.0 dt + 


1 6 
+15)" i f?'(x—t) tat + lim | PP e—peeat]. 
% 6++0 0 


DEMONSTRATION. 1. Dans notre hypothése, on peut conclure du Théo- 
réme VII de [9], que 


2 2(2nx) les cos [2nsex— a (So+ a) + @, sin [2n2x—4 (So-++ »)|— 
= cos F-(s) +8) Ds 2(2nz) “*” (an cos 2naAx + Bp Sin 2nwx) + 


+ sin 5 (5 +6) pa 2(2nz) ©?” (ey sin 2n7X— Bp COS 2nzx) 


est convergente pour tout x et 6 en question, sa somme étant donnée par 
l’intégrale 


(5.11) [Fe 3,,,9(dat. 


Nous devons donc considérer (5.11) pour 6— +0. 
En faisant usage de la décomposition (0 < d =1, cf. (3. 5)) 


| fe- 13.4 (t) dt =| f(x—ti,,,6(Dat ae 
(5. 12) ; ; 0 7 
+1(s,+9)" | f@—-1 pe ta (et 0) [fet at, 


on voit que les limites de la premiére et troisiéme portions de notre inté- 
grale s’obtiennent Sp ene par la ee 6 =0, parce que — en vertu 


de [9], Th. Ill, 1 et IV — [se—o(04t i f(x—t)t°dt sont des fonctions 


partout continues (de plus nolomarhee) de la variable s. Puisque I’(s,) #0, 
on en déduit immédiatement le critére (5.6) et puis, dans cette condition, 
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la formule de sommation: 
(W_) @ 


(5.13) Sora jexcos( 


n=l 


Ss) + Bn sin(2nzex— + || — fc*l (x), 
4 Bed 
2. Si f? (uw) est absolument continue, alors 


pn 
(2na)? a, =e? cos 2 — 8 sin oe, 


(5.14) 

(2nzt)? 8, =a sin be, + 6% cos a 

avec a) = [7 (t)cos2nzt dt, pY = \ fine (#) sin 2nztt dt. 
0 


0 
Donc maintenant (5.8) s’écrit sous la forme 


(5.15). > 2(2nx)~ Jer cos (20x | + 6,” sin (2x maxX — 41] 
oz) 
et la seconde partie de l’énoncé découle de la premiére en|’appliquant pour 
f?(u) au lieu de f(u). 
3. En relation avec le Théoréme III, 1 nous mentionnons que la partie 
correspondante du Théoréme | en peut étre obtenue pour s) réel, g— oo, 


Si l’on identifie la classe L”(0, 1) a la totalité des fonctions bornées, mesu- 
rables sur (0,1‘. — On voit que les séries 


> 2(2n2)* (an cos 2nax + By sin 2nzx), 
(5. 16) or 


>) 2(2nzt)* (an sin 2nawx toys cos 2nzx) 
n=l 


convergentes pour 2(s) > q-! (partie 1) et 2(s) >—p-+q- (partie 2), respec- 

tivement, cessent de converger en général sur la fronti¢re des demi-plans en — 

question; apparemment, les résultats justement vérifiés nous permettent la 

sommation de (5.4) en certains points de 2(s)=q-! ou R(s)\—=—p+q> 

meme dans des cas oi ce n’est pas possible par d’autres méthodes usuelles. 
Il est a noter que, par exemple, pour. f(u) paire on a la formule 


( > Gn COS 2N2 
one oe gen sec gihe sient 


foe 
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et les deux séries 4 droite (étant supposées convergentes) sont du type (5.4); 
donc le Théoréme III est encore applicable A une classe assez large des 
séries de Dirichlet ordinaires. 


4. Elucidons le rapport entre des dérivées généralisées introduites plus 
haut et les “limites W,” au sens de [9]! 


En premier lieu, par la définition de f(.,(x) (cf. [9], p. 85—86) il subsiste 


foal) + @8,, (0) = 
(5. 18) (B_) ow £ a 
“- 2 2(2n2)™ Jencos [2nzex— 5 | +Br sin(2nax— = ‘|| 


pourvu que les séries (5.16) convergent simultanément dans le demi-plan 
Rs) > R(s,). Ainsi, dans les conditions convenables sur f(u), on aura 


(cf. (5. 7)) 


(5. 19) FLX) = fier (x) + 408,,() 
et, en particulier, 
(8.20) frlx)—fin(x) (p=0,1,...) 


(cf. [9], f. (3.3), (3. 4)). 

Il ressort que la somme (28.) de la série (5.17) peut s’exprimer sim- 
plement au moyen de fj.(x) et la représentation obtenue fournit en méme 
temps le prolongement analytique (relativement a s) de la somme. 


5. Enfin nous enregistrons — cela s’impose — la possibilité de géné- 
raliser la méthode (Q8.) de maniére que la sommabilité (C) ou (A) de (2.3) 
(au lieu de la convergence de cette série) soit supposée pour 0< 6<1. En 
tout cas, il semble que la variante de la définition 


("3) Ap+2 ™& (Aa cos 2nzx + B, sin 2nzex)| = 
pe) ee 20 2anx+ 29) 1B in(2 ax =| 
— Aut lin 3 aay [0s (2avest °] + Basin [2a 


soit bien: utilisable. 


(Regu le 7 décembre 1959.) 
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A CHARACTERIZATION OF TORSION ABELIAN GROUPS 
ONCE BASIC SUBGROUPS HAVE BEEN CHOSEN' 


By 
D. K. HARRISON (Haverford, Pa, USA) 
(Presented by L. Répe1) 


An abelian group which has every element of finite order is called a 
torsion group and it remains one of the main problems in the study of 
infinite abelian groups to characterize all torsion groups. If every element 
has order a power of a fixed prime p, then the group is called p-primary, 
and it is simple and well known that every torsion group is uniquely a 
direct sum of p-primary groups (and, of course, the converse is true also). If G 
is an abelian group and n an integer, n-G denotes the group of elements 
of the form n-x for some x in G. G is called divisible if n-G—Gé for all 
integers n. If Q is the additive group of rational numbers and Z is the 
subgroup of integers, then the set Z(p®) of all elements of Q/Z of p-power 
order is an example of a divisible p-primary group. In fact, the direct sums 
of copies of Z(p”) give precisely all of the divisible p-primary groups (for 
the theory of divisible groups see Chapter 3 of [1], for instance). Moreover, 
every p-primary group is a direct sum of a p-primary divisible group and a 
p-primary reduced group, where a reduced group is one that has no divisible 
subgroups other than 0. Hence the study of torsion groups is reduced to tlie 
study of p-primary reduccd groups. 

A subgroup #H of a group G is called a pure subgroup if (n-G)n H=- 
==n-H for all integers n. If G is a p-primary reduced group, H is called a 
basic subgroup of G if: 1. H is a pure subgroup of G, 2. H is a direct 
sum of cyclic groups (all of which will be of p-power order), and 3. G/H 
is divisible (and thus will be isomorphic to a direct sum of copies of Z(p®)) 
Hence, if G has a basic subgroup, it is made up of a direct sum of copie. 
of Z(p®) “put in a pure fashion on top of” a direct sum of cyclic groupss 
Now it turns out that every reduced p-primary group G has a basic sub- 
group, and that any two basic subgroups of G are isomorphic (see Chapter 
5 of [1]). Hence to study all p-primary reduced groups we may take a fixed. 
arbitrary direct sum S of cyclic groups of p-power orders and find all © 


1 This work was done in part while the author was on a Faculty Summer Study 
Grant from the Danforth Foundation. 


g* 


336 D. K. HARRISON 


p-primary reduced groups which have a basic subgroup isomorphic to S, 
The difficulty in this procedure is that a general p-primary reduced group 
has many basic subgroups, all of which are isomorphic of course, but none 
of which is more natural than the others. It is the purpose of this note to 
factor out this difficulty by studying a p-primary group together with a cho- 
sen basic subgroup, rather than studying just the reduced group itself. This 
will throw a burden of responsibility for a lack of classification of torsion 
groups on a lack of understanding of what the different basic subgroups of 
a given p-primary reduced group are. 

Once and for all let p be a fixed prime number and let S be a fixed 
direct sum of cyclic groups of p-power orders. By a group pair (f, G) we 
shall mean a p-primary reduced group G together with an isomorphism f of 
S into G with f(S) pure in Gand G/f(S) divisible (i.e. f is an isomorphism 
of S onto a basic subgroup of G). This will be our object of study, and 
this is what we mean by a p-primary reduced group together with a chosen 
basic subgroup. Two group pairs (f,,G,) and (fi, G,) will be called equi- 
valent if there exists an isomorphism g of G, onto G, with f{,—g-f,. We will 
proceed to characterize all group pairs (up to equivalence) as follows: 

Let S= 2S(m) where the sum is direct and over all positive integers 
m and where S(m) is a direct sum of @,, cyclic groups of order p™ for each 
m. Let S* be the torsion subgroup (i. e. subgroup of elements of finite order) 
of I7S(m) where the product (i.e. complete direct sum) is over all positive 
integers m. It can be shown that S* is the torsion subgroup of the comple- 
tion of S with respect to the p"-S as spheres about the identity. At any rate 
the group .S*/S has a particularly simple structure, being in fact a direct 
sum of @=2"** copies (or zero copies if a=0) of Z(p”) where @ is the 
smallest cardinal which is greater than or equal to all but a finite number 
of the @m. Now if we let s=Hom (Z(p), S*/S)=Hom (Z(p*), > Z(p*)) 

B 


(Hom (A, B) represents the group of all homomorphisms from A to B), then 
Is also has a particularly simple structure. It is a direct product of @-No 
copies of the p-adic integers and is in fact the only. torsion-free group 
(a group is torsion-free if zero is the only element of finite order) 7 which 
is complete with respect to taking the p™-/ as spheres about the identity and 
which has @ as the dimension of J//p-J as vector space over the prime field 
of characteristic p. This metric topology furnished by taking the p™:/, as 
spheres about the identity is crucial. A subgroup H of /s will be closed if 
and only if /s/H is reduced. The purpose of this note is to establish a natu- 
ral one-one correspondence between the equivalence classes of group pairs 
and the closed subgroups of Js. We proceed now to proofs. 
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We will require a knowledge of the first and second sections of [2]. 
In particular, the concept of a co-torsion group is fundamental to our ap- 
proach. If we write E for Ext (Q/Z,S), by the second section of [2], S can 
be thought of as the torsion subgroup of E. We write E, for an-E where 
the intersection is over all positive integers n. But since Sn E, cnn-S=0, E, 
is torsion-free. Since E/E, is clearly reduced, Hom (Q, E/E) =0. Hence we 
have the exact sequence 


0 = Hom (Q, E/E.) > Ext (Q, E..) + Ext (Q, E) =0 


where Ext (Q, E) =O by Section 2 of [2]. Thus Ext(Q, £,.)—0O and E, isa 
torsion-free co-torsion group: (it is reduced since E is reduced by Section 2 
of [2]). To calculate the torsion group which E,, corresponds to we consider 
the exact sequence 


Tor (Q/Z, E~) =0— Tor(Q/Z, E) > Tor(Q/Z, E/Ew)—+(Q/Z)®@ E.—+(Q/Z)@E. 


We recall that Tor (Q/Z, G) is isomorphic to the torsion subgroup G; of G. 
Since E is adjusted, E/E; is divisible and thus (Q/Z)®(E/E,) =0 since 
Q/Z is a torsion group. Also (Q/Z)® E;—=0O and thus the sequence 


(Q/Z) ® E.— (Q/Z) 8 E> (Q/Z) 8 (E/E) 
gives that (Q/Z)® E=0. Thus the earlier sequence gives 
0+ S—(E/E..): + (Q/Z) ® E. + 0. 


But this sequence is naturally isomorphic term by term to 
| 0+-S-+S*—> S*/S—0, 


since E/E, is complete in its natural metric by the last part of Section 3 of 
[2], and all completions of S are naturally isomorphic. This means by Sec- 
tion 2 of [2] that. Hom(Q/Z, S*/S) is naturally isomorphic to E,. That 
S*/S~ >) Z(p”) where 8=2"**(or, zero if @=0) can be shown using 
Pheorem 33.4 of [1]. Hence £, and a direct product of @-§, ‘copies of the 
p-adic integers are torsion-free co-torsion groups with the same invariants 
(see Section 2 of [2]) and thus are isomorphic. ~ 

We must now set up a correspondence between equivalence classes of 
group pairs and closed subgroups of E,,. We know the structure of Ey, so 
let / be any closed subgroup of £,. By Lemma 3.5 of [2] any subgroup H 
of E,, will be closed if and only if £,/H is reduced. Hence E,,// is reduced. 
We let G, be the torsion subgroup of E// and f; be the homomorphism | 
from S to G,; where f;(s)=s-+/ for all sé€S. Then Mes G,) is easily seen 
to be a group pair. 
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If (f, G) is a group pair, we have the pure apart ube OS Gee 
— G/f(S)—+0 which gives rise to the sequence 


Hom (Q/Z, G) =0—> Hom (Q/Z, G/f(S)) * — xt (Q/Z, S)— Ext (Q/Z, G) + 0= 
— Ext (Q/Z, G/f(S)). 


We denote the image of 6 in E=Ext(Q/Z,S) by yc). Since the original 
sequence was pure, /i7,¢) is actually in P Ext (Q/Z,S) which by Corollary 5.2 
of [3] is E.. Now by the above sequence, (E/Ii,c)) ~ Ext (Q/Z, G) which by. 
Section 2 of [2] is reduced and: has its torsion subgroup naturally isomorphic 
“to G. By Lemma 3.5 of [2], Jie) is closed in FE, and by an examin- 
ation of the maps involved (f7, Gz) is equivalent to (f/,G) where J= J). 
It is clear that equivalent group pairs give the same closed subgroup of Ey. 
It only remains to show that if / is a closed subgroup of E.,f—/r, 
and G=Gry, then /i7,¢) = /. The exact sequences Ext (Q, F)—Ext(Q, F/1)—-+0 
and (Q/Z)®@E-—(Q/Z)®@(E/I) 0 give that E/J is an adjusted co-torsion 
group. Hence we have by the theory of co-torsion groups that 
0-—I—E-E/I—0 
implies 
0 — Tor (Q/Z, E) > Tor (Q/Z, E/I) + 1(Q/Z) +0 
R R 
0 - + § —_—+ G 
which implies 


0 — Hom (Q/Z, 1® (Q/Z)) — Ext (Q/Z, S) + Ext (Q/Z, G) +0 - 
R R R 


0 + | ——____+ E-__———-+ | + 0. 


This proves our result. 

Since our duality is natural, all the natural properties of closed subgroups 
of E, must correspond to natural properties of group pairs. We write (f,, G;) = 
=(f2, G.) if there exists a homomorphism g of G, to G, with g-f,= fy. Then 
_ it can be shown that g, if it exists, is unique, and that ((,, G,)=(fh, G,) if and 
only if 4c/ where /,=I,c) and /,=/y,¢,. The kernel of g will be iso- 
morphic to the torsion subgroup of the adjusted part (see Section 2 of [2]) 
of /,/,, and the cokernel of g (G, modulo the image of g) will be the divi- 
sible group dual (in the sense of [2]) to the torsion-free part of /,//,. Clearly, 
(ident, S) will be less than or equal to all group pairs, and (inj, S*) will be 
greater than or.equal to all group pairs. G of (f,G) will have no elements 
of infinite height if and only if Jc) is a direct summand of E, (since, this is 
equivalent to E../Ii;,c) being torsion-free). The pair (f, G/G.) (where G,, = (\n-G) 
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will correspond to the subgroup / which makes J/J(;,c) the adjusted part of 
E./1g,¢. The proofs of these facts are not at all immediate but are straight- 
forward. 

If (f", G') and (f?, G’) are group pairs with respect to S' and S®, re- 
spectively, then (/’D/?, S’® S’*) is a group pair with respect to S'® S*. Since 
Ext (Q/Z, S’ ® S*) ~ Ext (Q/Z, S') ® Ext (Q/Z, S’), our duality can be applied 
to this situation. 

The question of finding conditions on two closed subgroups / and I’ 
of E.. equivalent to Gr~ Gy (this would characterize all torsion abelian 
groups) seems prohibitively difficult. Rather it is hoped that group pairs can 
be used in problems where there is some freedom in choosing basic 
subgroups, 

It seems worth remarking that our treatment of group pairs. gives 
something new essentially only in the case of groups with elements of infinite 
height, since (f, G) with G,==0, can be studied by considering the corre- 
sponding subgroup of S*/S which exists. because (f, G) (inj, S*). In fact, 
what this note has really done is to allow us to consider any group pairs 
with the same ease as we can consider those whose group aa no elements 
of infinite height. 
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UBER EINE METHODE ZUR NUMERISCHEN LOSUNG 
DER POISSONSCHEN DIFFERENZENGLEICHUNG 
FUR BELIEBIGE GEBIETE 


Von 
E. EGERVARY (Budapest), Mitglied der Akademie! 


Problemstellung 


Fine vergleichende Betrachtung der modernen Hilfsmittel der angewandten 
Mathematik bekraftigt besonders die an und fiir sich evidente Feststellung, 
dai es keine unveranderlich giiltigen matematischen Modelle der Empirie gibt. 
Wahrend aber die diskreten (finiten) Modelle sich auch schon friiher mit den 
kontinuierlichen (infinitesimalen) Modellen prinzipiell gleichberechtigt erwiesen 
haben, weisen die numerischen Lésungsmethoden fiir diskrete Modelle ‘nur 
seit dem Einsatz der programmgesteuerten, automatischen Rechenmaschinen 
eine entsprechende Entwicklung auf. 

Die finiten Analoga der Jinearen partiellen Differentialgleichungen sind 
bekanntlich die Differenzengleichungen, d.h. ein spezielles System von linea- 
ren algebraischen Gleichungen. Man kann jedoch feststellen, daB — obwohl die 
reine Theorie der linearen algebraischen Gleichungen als langst abgeschlossen 
betrachtet werden kann — die bisher bekannten numerischen Lésungsmetho- 
den noch nicht allen Anforderungen der praktischen Brauchbarkeit geniigen. 

Im besonderen wachst die Anzahl der auszufiihrenden arithmetischen | 
Operationen bei zunehmender Anzahl der Unbekannten in vielen Aufgaben 
der Physik und Technik derartig schnell, daB manchmal .sogar die Vorteile 
der elektronischen Rechenmaschinen illusorisch werden. 

Fiir die Poissonschen (und 4hnlichen) Dieredzencleionangen sind in 
der neueren Literatur mehrere Lésungsmethoden angegeben worden, die meis- 
ten dieser Methoden sind jedoch nur auf ein rechteckiges Gebiet anwendbar. 

Wir wollen in dieser Arbeit fiir die Poissonsche Differenzengleichung 
beztiglich eines beliebigen Gebietes eine numerische Lésungsmethode ent- 
wickeln, welche folgendermafen charakterisiert werden kann: 

1. Die. Laplacesche Operatormatrix (welche auch in der Poissonschen 
Differenzengleichung vorkommt) kann in Blécke partitioniert werden, welche 
vertauschbar sind. Fiir die Invertierung solcher Matrizen ist vum Verfasser 
ein Algorithmus entwickelt worden, welche die Ordnung der zu invertieren- 
den Matrizen, also auch die Anzahl der auszufiihrenden Rechenoperationen 


wesentlich herabsetzt [2]. 


1 Aus dem NachlaB des Verfassers, bearbeitet durch P. Rozsa. 
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2. Ein beliebiges, aus Gitterpunkten bestehendes Gebiet kann immer in 
ein Rechteckgebiet eingebettet werden, und aus der (als bekannt vorausge- 
setzten) Inversen dieses Rechteckgebietes kann man die zum beliebigen -Ge- 
biete gehdrige Inverse durch besonders einfache ,,rangvermindernde” Opera- 
tionen berechnen [3]. 

Ahnliche Lésungsmethoden kann man auch fiir die biharmonischen und 
anderen linearen Differenzengleichungen entwickeln. 

Man wird sehen, daB die in unserer Methode vorkommenden’ Rechen- 
operationen in hohem Grade einférmig sind, also eine bequeme Program- 
mierung fiir automatische Rechenmaschinen gestatten. 


I. Die Matrix des zweidimensionalen Laplaceschen Operators 


In einem quadratischen Netz von Gitterpunkten 


Xoi Xo Xo; Xm 
Xo [X11 [X10 x1; Xim — |%1, m4 
Xoo [XQ1 [X09 X95 XQm 2, m+1 
e 
10 Xin xiv xij Xim i,m+l1 


Xn4t,1 [%n41,2 


wird der Laplacesche Differenzenoperator im Punkte (i, /) durch den Ausdruck 


Xi, j-1 — 2Xij + Xi, 541 Xs, ;— AXy + Hi-1, 5 = 


ws — (4X45 — Xs, 5-1 — Xs, $41 — Xo, g— Xtal) 
gegeben. 


Werden bei Zugrundelegung eines Rechteckgebietes die nm Unbekannten 
Xj (i= 1, 2,...,2; j= 1,2,..., m) in der lexikographischen Anordnung 
Mi, Xi2, ceey Xim, Xe1, X22, sey Xam, seey Xnly Xn2) eee Xnm 


geschrieben, so lautet das Poissonsche Gleichungssystem bei Beriicksichtigung 
der verschwindenden Randwerte xo; = Xn41,; = Xi = Xj,m41 =O: 


4x1—X12 — Xa1 = Pi, 
—X11+4xX12—Xi3 —= X99 = Pr, 


—Xn-1,m —Xn, m1 +4 Xam = Drm. 
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- Die Laplace—Poissonsche Koeffizientenmatrix ist also fiir ein Rechteck- 
gebiet bei verschwindenden Randwerten 


4°] af 
—| 4 eel 
—1 4 = | 
=I votes aS tg tie eames aie ae | 
3 ase 
=i 
yo Noam coos! Le ee a ed a 
re | 
aie 
—14| 
K |—E 
—E) K} 
O:-:. kK 


Diese Matrix 148t sich also in n? Blécke m-ter Ordnung partitionieren, welche 
paarweise vertauschbar sind. Im Abschnitt II werden wir fiir solche Matrizen 
ein vereinfachtes Inversionsverfahren angeben, welche ausschlieBlich aus ra- 
tionalen Operationen besteht. 

Wir wollen hier noch eine andere Darstellung von L einftihren, welche 
die Inversion mit Hilfe der Spektralzerlegung erméglichen wird. Wir definie- 
ren zundchst (in unmittelbarem Anschlu8B an den Begriff des direkten Pro- 
duktes) das ,,direkte Polynom” von zwei quadratischen Matrizen A und B 
beliebiger Ordnung folgendermafen: 


(A, B) = >> pq A”: x BY. 
Pp q 
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Schreiben wir nun L in der Form 


2 = ! | 
12 oe 
2 
TLE os 
aaa 
! 2 
L= wee set een ae eee } 2-2-2 - +--+ -- +--+ 7 o----- + - ee ey ee = -- - = --- 
Smet 
leo 
| 2 
2 i—1 | 
2 1; I 
2! <=] 
nat Lt aes i) i ee 
—| x 9} 
din “38 | 
+ PD Ne att: er ie arg od sha 2 [-aa----------- ’ 
pe ERE. ae econ 
rer? 
| 2 
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so erkennt man unmittelbar, daB L sich als direktes Polynom der Kontinuan- 
ten C,, und C,,, 


| 2—!1 la | 1 “fl 


—!l 2 —!1 (2 1 
C= aa - (3 Race E;, = l ) 
“—12/k i 


in folgender Form ausdriicken 1aBt: 
L—C,.- x E,»+E,- x Oe 


Ii. Inversion der Laplaceschen Operatormatrix fiir ein Rechteckgebiet 


Erste Methode 


Es sei A eine quadratische nichtsingulare Matrix nm-ter Ordnung, 
welche als Hypermatrix 
[A;;] pak, oyemol) 
aus A” paarweise vertauschbaren Blécken besteht, d. h. 
Aj; Aw = An Ai (i, j, Kit le 2; pe il); 
Die quadratische Matrix m-ter Ordnung 
ads = Au, A»,, cae An, ) 


welche (wegen der Vertauschbarkeit der Blécke) wohldefiniert ist, soll die 
Determinantenmatrix der Hypermairix [A,;] genannt und mit Det [A,;] bezeich- 
net werden. In Verallgemeinerung einer von I. SCHUR stammenden Formel 
kann man leicht zeigen, dafi die gewéhnliche Determinante Det Det [Aj;] der 
Determinantenmatrix m-ter Ordnung der gewohnlichen Determinante Det A 
der urspriinglichen Matrix A nm-ter Ordnung gleich ist. 

Wenn also die Matrix nm-ter Ordnung invertierbar ist, so ist auch die 
Determinantenmatrix Det [Aj;] invertierbar. 

Aus der Matrix (n—1)m-ter Ordnung, welche aus A durch Tilgung der 
i-ten Blockzeile und der j-ten Blockspalte entsteht (welche also aus (n—1) 
vertauschbaren Blécken m-ter Ordnung besteht), kann nach der obigen Defi- 
nition die Determinantenmatrix m-ter Ordnung gebildet werden. Diese Matrix, 
multipliziert mit (—1)‘”, soll die zum Blocke A, gehdrige algebraische 
Komplementmatrix genannt und mit Aj; bezeichnet werden. 

Die Rolle der gewdhnlichen adjungierten Matrix wird nun von der 


Typermatrix 
[Ale (iE feanyanacy 2) 
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iibernommen. Werden namlich in die skalare Identitat, welche die Elemente 
einer gewohnlichen Matrix und die Elemente ihrer Adjungierten verbindet, die 
vertauschbaren Blicke A;; von A, sowie die (mit diesen Blécken und unter- 
einander vertauschbaren) Komplementmatrizen Ajj; substituiert, so erhalten 
wir die fiir unsere Zwecke grundlegende Identitat 


An css Ain in ott Ain | Det [A;;)] 0 tee 0 
ye tate O° “Det (Agl -Pemeo 
Ani See, Aa & ai Wd Abn O (@) eee Det [A;;] 


Ist A, also auch Det [A,;] nichtsingular, so folgt hieraus unmittelbar 


== E,.. 


An +++ Atn 


| Ai: Det” [A;] --- Ain Det™ [As] 
(1) . eee . 


An +++ Ann} | Ac: Det [Ai] «++ Ann Det™ [Ax] 


Damit haben wir die Inversion der Matrix A=[A,] nm-ter Ordnung auf 
Additionen und Multiplikationen und auf die Inversion der einzigen Matrix 
Det [A;;] m-ter Ordnung zuriickgefiihrt. 

Hierzu ist allerdings zu bemerken, daf die Berechnung der Determinan- 
tenmatrix und der Komplementmatrizen im allgemeinen noch langwieriger ist, 
als die Berechnung einer gewodhnlichen Determinante. Die durch die Formel 
(1) gegebene Inversionsmethode wird also nur dann eine praktische Brauch- 
barkeit haben, wenn die darin vorkommenden Matrizen besonders einfach 
berechenbar sind. Dies ist jedoch bei der Inversion der Laplace—Poisson- 
schen Operatormatrix der Fall. 

Wie wir im Abschnitt | gezeigt haben hat die Laplace—Poissonsche 
Operatormatrix (fiir ein Rechteck und verschwindende Randwerte) die fol- 
gende Form: 


| K—E O-. O |(1 
—E K-—E.--. O |(2 
L=| O—E K-:: 016, 
| O —E K \(n 
4—1 O-+- 0 }(1 l ‘| 
—1 4—1 0 | 1 
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Die entsprechende, aus’ Skalarelementen bestehende Matrix 


ey Ot 
=== X ——] o. 0 (2 

Cx) =| 0—1l . x... 0/6 
0 c es = | x |(n 


ist nichts anderes als die wohlbekannte Kontinuantmatrix, deren Determinante 
und Inverse explizit bekannt sind. Wird namlich das Tschebyscheffsche Poly- 
nom k-ten Grades (zweiter Art) mit 7;.(x) bezeichnet, so besteht zwischen 
diesen Polynomen die rekurrente Relation 


(2) Treat (x) a= xT, (x)— The-1 (x); (= ~ ioe 1, 


und daraus folgt, daB 


und die Inverse von C,(x) in der folgenden expliziten Form angegeben wer-- 
den kann: 


PET) (epee Tp) 75 (x) 

T(x) T(x) T,, (x) 
Tn-2(X) To(x) Tro) (x), Tox) TX) 

(3). ,(x)* = T(x) T(x) T,,(x) 
To (x) T(x) Ti) To) Tra) 

Tx. (X) T(x) T(x) 


Fiir x2 ergibt sich z. B. hieraus 


mel (n—I)-1_— Ad 


pier G4 a+ i) aaa 

: ee pes (Rep ten ty-2 152 
C,(2)° = polis 2: =| n+l n+l n+ 
aE il Ly seaaiebeed 
Aas [reel n+l a+1 | 


Werden nun in der Gleichung: (3) an die Stelle von x,1,0 die ver- 
fauschbaren Blécke von L 
K, E,O 
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substituiert, so erhalt man fiir die Inverse der Laplace—Poissonschen Ope- 
ratormatrix unmittelbar den folgenden expliziten Ausdruck: 


(4) [ Ty-1(K) To(K) Ta(K)* Tn-2(K) To(K) Ta(K) +++ To (KY Tn (IK) 
po} =| Tn-2(K) To(K) Tn (K) * T,-2(K) 7:(K) Ta(K) ‘+++ To(K) 7:(K) T»(K) | 
TK) T,.(K)* T.(K) 7, (K) Tn(K)* +++ To(K) Tn-1(K) Tn(K) 
Die Matrix L, sowie ihre Inverse sind zentrosymmetrisch, deshalb gibt 
es unter den n? Blécken nur ungefahr is verschiedene. 


Die durch ‘die rekurrenten Relationen (2) definierten Polynome 7;,(x) 
kénnen auch in expliziter Form angegeben werden: 


Ta(x)=2®—1,  T3(x) = 2x8 —2x, 7T4(x) = x*—32°+1, 
ney—w— (FN +| i= 


Fiir numerische Rechnungen scheint es aber am zweckmafigsten, wenn 
man zuerst mit Hilfe der rekurrenten Relationen (2) die Folge der Matrizen 
m-ter Ordnung 


7:(K), T2(K),..., Tn-1(K), Tn(K)”’, 


und dann gemaB (4) die einzelnen Blécke von L™' berechnet. 


Aus der mechanischen Deutung der Laplace—Poissonschen Koeffizien- 
tenmatrix, welche spater in dieser Arbeit noch naher auseinandergesetzt wird, 
folgt unmittelbar, da alle Elemente der Inversen L™ positiv sind. Rein 
mathematisch kann diese Eigenschaft der Inversen bewiesen werden, wenn 
man eine vom Verfasser herriihrende Verallgemeinerung eines Stieltjesschen 
Satzes heranzieht [1]. 

Dieser Satz besagt namlich, daB, wenn 


1. alle Hauptminoren einer Matrix positiv sind, 

2. alle Elemente auferhalb der Hauptdiagonalen nichtpositiv sind, 

3. alle Teilzeilen rechts von der Hauptdiagonalen und alle Teilspalten 
unterhalb der Hauptdiagonalen mindestens ein negatives Element 
enthalten, 

alle Elemente der Inversen positiv sind. 

Diese drei Bedingungen sind jedoch bei der Laplace—Poissonschen 

Koeffizientenmatrix L offenbar erfiillt, folglich hat ihre Inverse lauter positive 
Elemente. 
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Zweite Methode 


Aus zwei quadratischen Matrizen A und B_beliebiger Ordnung kann 
man durch Additionen, Multiplikationen, skalare Multiplikation und direkte 
Multiplikation Polynome folgender Art bilden: 


(A, B)= > Di cpA”- x Bt. 
P ¢ 


Diese Polynome, die wir kurz direkte Polynome nennen wollen, wurden 
zuerst von C. STEPHANOS untersucht [4]. Von ihm stammt der folgende Satz 
tiber die Eigenwerte von (A, B): 

Sind die Eigenwerte der Matrix A n-ter Ordnung 


1143-09543.) Qs 
und die Eigenwerte der Matrix B m-ter Ordnung 
De Os, or, On: 
dann sind die Figenwerte des direkten Polynoms (A, B) 


(5) g(a, bi), et Ee g(a, b.) Pp (az, b:), cee 9 (a2, bm), ooey P(An, b:), oeey Q(An, By). 


Als eine naheliegende Erganzung der Ergebnisse von STEPHANOS veri- 
fiziert man unmittelbar, daB im Besitze der Spektralzerlegung von C, und C,, 
‘man auch die Spektralzerlegung fiir y(C,,C,), folglich auch fiir (C,, Cn)” 

aufschreiben kann. 

Die Spektralzerlegung fiir C, ist bekanntlich 


C =U, 4,U,, U, = Us; ' U,Ui== EB; 


wo U, die aus den Eigenvektoren von C, gebildete Orthogonalmatrix 


in —~— sin Bj ge sin | 
n+1 n+1 n+1 
2 sin nie sin AW sin ae 
U.=V—]|Ott 1 eset n+1 
ie Wea eae aia 
fa iL Salar anc fe ns 
Ba n+1 n+ 1 n+1| 
und 4, die aus den Eigenwerten 
i : (nye ae prt 
7) Ap =4 sin Bint). 


von C, gebildete Diagonalmatrix bedeutet. 


10 Acta Mathematica XI/3—4 
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Hieraus sieht man leicht ein, daf die S aaaaailia von 9(C,, Cn 
folgende Form besitzt: 


(Cu, Cn) = > > CCR» X Ch=Un- X Un <p (dp”, Ag”) Un X Um 
Pp qd 


wo <p(aa)> die aus den nm Eigenwerten (7) gebildete Diagonalmatri3 


bedeutet. 
Also erhalten wir fiir die Matrix L—C,-xE,+E,-XCn 


; L — U, TDs Un a Md oe peg U,. “xX Us; 
und fiir die Inverse L™* ergibt sich hieraus 


1 


=e U,.- x Un (rg 


) U,, e x Ue . 

Wie die Formeln (6) und (7) zeigen, kénnen sdmtliche in diesen Formels 
vorkommenden Zahlen aus goniometrischen Tafeln unmittelbar entnommer 
werden. 


Ill. Beriicksichtigung einer einfachen Modifikation 
der Randbedingungen 


Um den Einflu8 einer Modifikation der Randbedingungen auf die Lé6. 
sung der Poissonschen Differenzengleichung anschaulich darstellen zu ké6n. 
nen, geben wir zuerst der Aufgabe eine mechanische Interpretation. 

Werden in den Knotenpunkten Aj; eines quadratischen elastischen Fa: 
dennetzes die transversalen Krafte g;; angebracht, wahrend die Endpunkte 


Poo, Pi mats Po;, Paris: (i= 1, 2, ¢.., 83 jJ=1, 2;).c.9 


der Faden festgehalten werden, so werden die transversalen Verschiebunget 
xij, der Knotenpunkte P,;; (bei geeigneter Wahl der Einheiten) durch di 
Gleichgewichtsgleichungen 


(8) © AX — Xie, 3— Xi-1, 3 — Xi, 7-1 — Xs, ja = Ty 
(i==1, 2,..<, 3 j= 1} 2) 
bestimmt, wo gemaf den Randbedingungen 
Xo; Xn, jy Xi0, Xi, m4 
veschwinden miissen. 


Es sei jetzt der Knotenpunkt P,, festgehalten. Dies bedeutet erstens 
daB die Verschiebung x,,—0O gesetzt werden mub. Zweitens bekommt di 


UBER EINE METHODE ZUR NUMERISCHEN LOSUNG 351 


Gleichung mit dem Doppelindex (r,s) eine neue Bedeutung. Die Festhaltung 
des Knotenpunktes P,, kann man namlich auch in der Weise realisiert den- 
ken, da’ man im Knotenpunkte P,, eine vorlaufig unbekannte, von den an- 
deren Krdften 9, abhangige Kraft g,, anbringt, welche die Verschiebung x;s 
ausgleicht. Diese Gleichung kann also nachtraglich zur Berechnung der beim 
Festhalten des Knotenpunktes P,, auftretenden Reaktionskraft benutzt werden, 
nachdem man erst die unbekannten Verschiebungen x, ((i, /) 4 (r, s)) aus den 
tibrigbleibenden nm—1 Gleichungen (8) berechnet hat. 


Die Koeffizientenmatrix dieser Gleichungen ist aber nichts anderes als 
diejenige (gleichfalls symmetrische und definite) Hauptminormatrix, welche 
aus L durch Tilgung der Zeile und der Spalte mit dem Doppelindex (r, s) 
entsteht. 

Wir werden auf diese Weise zur Aufgabe gefiihrt, einen einfachen Al- 
gorithmus anzugeben, welche die Berechnung der Inversen einer Minormatrix 
aus der schon bekannten Inversen der urspriinglichen Matrix erméglicht. Das 
geeignete Hilfsmittel zur Lésung dieser Aufgabe ist, wie wir jetzt zeigen 
wollen, eine besonders einfache rangvermindernde Operation. 

Es sei A eine beliebige Matrix. Wir betrachten die folgende, aus A 
abgeleitete Matrix: 

AuvA 
(9) ta Noe apres ye ; 
wo u und v’ bis auf die Einschrankung v’Au+0 beliebige Parametervek- 
toren sind. Es ist leicht zu zeigen, daB sich der Rang von A bei dieser Ope- 
ration genau um Eins vermindert, d. h. 


Rang (a— alles A) Rang (A)—1. 


Es sei, wie tiblich, der i-te Einheitsspaltenvektor mit e;, und der j-te Ein- 
heitszeilenvektor mit e; bezeichnet. Ist das Element a;;—ej;Ae; von A von 0 
verschieden, so kann u=e;, v’ =e} gesetzt werden. Bei dieser Wahl der 
Parametervektoren ist jedoch Ae; die i-te Spalte von A, und ejA ist die j-te 
Zeile von A. Die Matrix vom Typ (9), welche bei dieser Wahl der .Parame- 
tervektoren erhalten wird, erfiillt also offenbar die Relationen 


Aee/A) ( AcisiA) — 
[a— Ae Jem Pine —eAe; . 


d.h. die i-te Spalte und die j-te Zeile der abgeleiteten Matrix bestehen aus 
lauter Nullen. 


10* 
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Nach dieser Vorbereitung beweisen wir den folgenden 


Satz. Wenn man an der Inversen A” einer. Matrix A N-ter Ordnung 
die rangvermindernde Operation mit Hilfe der Formel 


A'eesA’ 


A’ — 
OY; e/A 'e; 


ausfiihrt, und die so entstehende i-te Spalte und j-te Zeile (welche aus lauter 
0-en bestehen) weglapt, die iibrigbleibende Matrix N—1-ter Ordnung gleich 
der Inversen derjenigen Minormatrix von A ist, welche durch Tilgung der j-ten 
Spalte und der i-ten Zeile entsteht.’ 


BeweEls. Werden die Elemente der Inversen durch ihre wohlbekannten 
Ausdriicke A,;/A ersetzt, wo A=DetA und Aj; das algebraische Komple- 
ment von a;; bedeutet, so erhalten die Elemente der Matrix (10) die folgende 
Form: 

Apa Api Ajq Aji Apg— ApiAja ; 


A AAzues AAji 


Die im Zahler vorkommende Determinante zweiter Ordnung ist aber 
nach einem Satz von JaAcosi ([5],S.61) gleich dem Produkt AAji,»,¢, wo 
Aji,pq die zu den Indexpaaren ij,gp gehdrige Unterdeterminante N— 2-ter 
Ordnung von A bedeutet. Das allgemeine Element von (10) ist also 


A; i, Pg 
? 
A ji 


d.h. genau das zum Indexpaar pg gehérige Element von Aj’. Q.e. d. 


Aus diesem Ergebnis folgt, daB die Hinzunahme einer neuen Bedingung 
Xrg = 0 zu den schon vorhandenen Randbedingungen dadurch _beriicksichtigt 
werden kann, daB man die Inverse der urspriinglichen Matrix einer rangver- 
mindernden Operation unterwirft. Werden mehrere, z.B. k neue derartige 
Randbedingungen vorgeschrieben, so kann man diese neuen Randbedingun-. 
gen durch die sukzessive Ausfiihrung von k Operationen von der Form (10) 
beriicksichtigen. 

Im folgenden Abschnitt soll noch gezeigt werden, daB die k neuen Rand- 


2 Bemerkung des Redakteurs. Dasselbe Resultat haben, unabhdngig von E. EcervAry, 
P. Rozsa und N. Sieser erhalten. (S. 1]. Pook a, O npwmenennu kre TOURBIX MaTpHIL B Mexa- 
HHKe KOPMyckynapHbix cucrem, Ycnu. Mar. Hayk., 14 (1959), sein. 4 (88), S. 207—211; 
H. Stenker und N. Sieser, Ein Reduktionssatz iiber Umkehrmatrizen und seine Anwendal 
auf ein Beispiel aus der Statik, Wissenschaftliche Zeitschrift der Hochschule fiir Architektur 
und Bauwesen Weimar, 6 (1958/59), H. 2, S. 105—117.) 
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bedingungen auch durch eine einzige, ,,mehrfache” rangvermindernde Opera- 
tion beriicksichtigt werden kénnen, wobei allerdings die Inversion einer 
Matrix k-ter Ordnung ausgeftihrt werden muf. 


IV. Beriicksichtigung einer mehrfachen Modifikation 
der Randbedingungen 


In diesem Abschnitt werden wir zeigen, daB das Ergebnis A, von x 
sukzessiv ausgefiihrten einfachen rangvermindernden Operationen (9) auch 
durch die folgende ,,mehrfache” rangvermindernde Operation gewonnen wer- 
den kann: 


(11) A, = A—AU,(ViAU,) 'ViA 
Hier ist 
Vi 
Vo 
U.=[u,...,u,.], Vi] - |, |VAU,|~0. 
Vy. 
Nehmen wir an, daB (11) schon fiir «1, 2,...,k bewiesen ist. Dann 
erhalten wir durch Ausfiihrung einer k+ 1-ten rangvermindernden Operation 
Ay. Uns1 View Ax 
CN om View Ax Uieyt 


Wird jetzt hier der Ausdruck (11) von A, substituiert, so folgt 
Avi—=A—AU,(ViAU;) ViA— 
-{A—A —AU;(ViAU;) Vi A} weet Vin {AH AU. (ViAU;) Vid} Vit 
Vier {A—AU,(ViAU,) Vi A} Uist 


Wir werden zeigen, daB die Formel (11) fiir «=—A+1 zu demselben Ergeb- 
nis fiihrt. Wir schreiben zuerst Uji: und Vis: als partitionierte Matrizen: 


V;,AU;. V;.A Uk | 
Viz ieA U, Vivi Ate 


Vi. ; 
Ui+1 = (Ur Ursi], Via = ea ’ Views AU rst == 


Werden diese Ausdriicke in (11) substituiert, so erhalt die Formel (11) fir 


“=k-+1 folgende Form: a 
ViAU, ViAtis | Be |A 
2?) Ata A AlU rte] peer Vit AUy1 


Durch Anwendung einer bekannten Formel fiir die Inversion einer partitionier- 


, 
Vi+t 
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ten Matrix bekommt man hieraus 


ey Vi A tis | - [vA 
Vit AUx + Vir AU 0 0 
— F(VKAU,)' ViAunss [Vinx AU.(ViAU,) —1] 
se Tar Sr eT Tree : 
Vin {A—AU;(ViAU,) | Vi A} tes = 
Wird dieses Ergebnis in (12) eingesetzt, so erkennt man unmittelbar, dab 
beide Ausdriicke fiir A,,, iibereinstimmen. Damit haben wir die Giiltigkeit 
von (11) durch Induktion bewiesen. 
Wir schreiben jetzt die Inverse der symmetrischen, positiv-definiten 
Matrix L in der Form 


, 


r) 


L*—R=[n sn| : |—ta (i, j=1,2,...,N), 


, 


rn 


und stellen uns die Aufgabe, die Inverse der Hauptminormatrix N—k-ter 
Ordnung, welche aus L durch Tilgung der j,-ten, ig-ten,..., é,-ten Zeilen 
und Spalten entsteht, mit Hilfe von L™' zu berechnen. Zu diesem Zwecke 
setzen wir in der allgemeinen Formel (11) 


, Wr &,, Uz &ji,,..., Ue = Ci, 


Vi=€j,, V2—=€i,,..., Ve = i,, 


Dann wird 
; rn 
ri, 
RU, = [ri,ri, ..- ri,], ViR= <aty 
ri, 
und 


Tiyay ees Vivi, 
ViRU=| 2s | 


: ‘ ; lipiy eee Vinay 
ist invertierbar. ; 
Wird jetzt die k-fache rangvermindernde Operation 


tf, 
Ti 


ausgefiihrt, so ergibt sich eine Matrix, deren i,-, ig-,...,i,-te Zeilen und 
Spalten aus lauter 0-en bestehen. Diejenige Matrix N—k-ter Ordnung, welche 


; 4-1 
Tie NG i, 


. eee 


R— (ri, Bc ri, 


Vey were Vipiy. 
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nach Tilgung dieser O-Zeilen und O-Spalten iibrigbleibt, ist nichts anderes 
als die gesuchte Inverse der oben ausgewdhlten Hauptminormatrix. 

Auf diese Weise haben wir ein Verfahren gefunden, welche die Bertick- 
Sichtigung von k neuen Randbedingungen durch eine einzige und explizite 
matrizentechnische Operation gestattet. 


V. Beispiele 


Wir betrachten jetzt ein quadratisches Netz mit den 9 inneren Knoten- 
punkten und mit den Randpunkten 


Py > (i j—=0, 1, 2,3, 4). 


Bei verschwindenden Randwerten und bei lexikographischer Anordnung hat 
das Poissonsche Differenzengleichungssystem folgende Form: 


4X1—X19 — Xo = Pi; 
—Xy + 4X2—X3 — Xo9 = Py, 


— X03 —Xgo + 4X3 = Dos. 
Wird die Koeffizientenmatrix L 9-ter Ordnung dieses Gleichungssystems 
gemaB den Ausfiihrungen des Abschnittes I folgendermaBen partitioniert: 


| K—E 0 cael 0 
—E K-—E], K=/|-—1 4-—1], 
O-—E K O—1 4 
so erhalt man aus der Formel (4) 
T2(K) To(K) Ts(K)* 71(K) To(K)T3(K)' — To(K) Ts(K)" | 


L= 


T:(K) To(K)73(K)* — 7:(K)°7s(K)" _ To(K) 7:(K) Ts(K) | 
To(K) Ta(K)-' — To(K) 7i(K) Ts(K)* To(K) T2(K) T3(K) 


Aus der Rekursionsformel (2) folgt 


(13).-L'= 


Kl er ejets ah one 

T™(K)=E=]0 1 O}|, 7(K)=K=|—1 4-1}, 

001 an 
ie 824 eel2 3 
7,(K) = K?—E=|—8 17 —8], 7:(K)=K*'—2K=4|—12 20 —12 
128716 Bee 1 TI: 


oe epY Se 


“il Make 
T3(K) * GPl0e Ot. 
Bi bet 
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Substituiert man diese Matrizen in (13), so ergibt sich 


Dieses Ergebnis la6t sich am besten veranschaulichen, wenn man von 
der lexikographischen Anordnung der Knotenpunkte zur natiirlichen quadra- 
tischen Anordnung zuriickkehrt. So erkennt man, daB die Wertsysteme der 
Unbekannten, welche aus den ersten, dritten, siebten und neunten Zeilen 
(oder Spalten) von L™ entstehen, Spiegelbilder von einander sind, und zwar 
erhalt man aus der dritten Zeile (nach Weglassen des gemeinsamen Faktors 


1/224): 


Ts 4 0owd 
E 10 6 
3 Oa 
224 
3 
6 
7 
6 
14 
22 
7 
22 
67 _! 


(416s—8 tod 4 eek Ol el ee Olam 
==-§: 17:=-8'—1 5 41 0 
1—8 16 O—1 4 0 0 1 
4 —) 0:17 —8 “1. 4-1 
—1 4-1-8 18—8—1 4-—1 
O—1 4 1-8 17 0-1 4 
1 0 0: 4-1 016-8 1 
0 1 O-1 4-1-8 17-8 
LO 20 ae Ome ee Ane een 
67/22: 22 held aoe 
22 TA 2250 14 OB Onl 4G 
7 22 67: 6 14 22} 3 6 7 
; |. 22 14: 6174 28 10; 22 
aq | 14 28 14: 28 84 28: 14 
6 14 (22 110. 28 74; 6 14 22" 
1) 63,629.14 anee oy 
6710. =.6% 14,028.14 5 22 
ek Baal ie ON Rd Er BO 


meray 2 

Bimieses 
Beaty deo! 

Oh pete ern tera 2 Cet 4 
' ' ' 

| ee 

-~--3-----6-----7---+.9 
alo 
' | ' 
0——0-——0 
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‘Die zweite Zeile ergibt das Wertsystem 


rae ate =| 


+ ' ! 
' 
‘ 


1 

: 

! 
Qo 


1 
Q---- 14----28----4 


! 

Bee oe | 
9---—6----10-~--6----9 
| 1 i} 

i waa hee 
0——_0——-0 


(aus der vierten, sechsten, achten Zeile erhalt man die Spiegelbilder dieser 
Verteilung). Die fiinfte Zeile (welche mechanisch der Belastung des Fadennet- 
zes in seinem Mittelpunkt entspricht) ergibt das Wertsystem 


Se het ae, 

Rain nie vcior | 
Q---- 14---.28----14---- 
1 ; 


Ge 


’ ’ 
‘ 1 ! 
’ 


he 


| 
Q---- 14--- 28----14----9 


tt 


0) ———) 


_ Jetzt soll die neue Randbedingung x0 hinzugenommen werden, 
das bedeutet, daB der Knotenpunkt P,, festgehalten wird. Zum Laplaceschen 
Operator, welcher den modifizierten Randbedingungen entspricht, gehdrt die 
quadratische Minormatrix L* 8-ter Ordnung, welche aus L durch Tilgung der 
ersten Zeile und ersten Spalte entsteht. Die Inverse dieser Minormatrix abt 
sich aus L™ nach Abschnitt IV mit Hilfe der rangvermindernden Operation 
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(10) bestimmen: 


raft 


«(-1)_ p__ =k = 
L =R Ty1,11 S 67 - 224 


0,299 0,098 0,031 ; 0,098 
0,098 0,330 0,098 ; 0,063 


0,031 0,098 0,299 : 0,027 0, 


0,098 0,063 0,027 | 0,330 


0,063 0,125 0,063 ! 0,125 
0,027 0,063 0,098 ; 0,045 
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RY 


67 [T22 ea aa 


0,027 0,031 0,027 0,013 ] 
0,063 | 0,027 0,045 0,027 


| 0,098 0,013 0,027 0,031 


0,045 | 0,098 0,063 0,027 
0,125 : 0,063 0,125 0,063 
0,330 : 0,027 0,063 0,098 


0,031 0,027 0,013 : 0,098 
0,027 0,045 0,027 : 0,063 
0,013 0,027 0,031 ; 0,027 


0,299 0,098 0,031 : 0,098 
0,098 0,032 0,010 ; 0,032 


0,031 0,010 0,003 0,010 0, 


0,027 0,009 0,003 0,009 0, 


ooo':ooco 


0,098 0,032 0,010 | | 0,032 
0,063 0,021 0,007 | ' 0,021 


0,031 0,010 0,003 / 0,010 
0,027 0,009 0,003 } 0,009 
0,013 0,004 0,001 ! 0,004 


0 2 20) SiG 
0,298 0,088 : 0,031 
0,031 0,017 | 0,298 
0,104 0,056 : 0,104 
0,054 0,095 | 0,036 


__ 0,088 0,296 | 0,017 0, 


0,027 : 0,299 0,098 0,031 
0,063 : 0,098 0,330 0,098 
0,098 : 0,031 0,098 0,299 _! 


0,027 : 0,031 0,027 0,013 7] 
0,009 : 0,010 0,009 0,004 
0,003 : 0,003 0,003 0,001 
0,009 | 0,010 0,009 0,004 
0,006 | 0,007 0,006 0,003 
_9,002 | 0,003 0,002 0,001 
0,003 } 0,003 0,003 0,001 
0,002 | 0,003 0,002 0,001 
0,001 : 0,001 0,001 0,001 


Om 0 0s, Olan 
0,054 | 0,017 0,036 0,023 
0,095 {0,010 0,024 0,030 


0,036 | 0,088 0,054 0,023 
0,119 | 0,056 0,119 0,060 
0,328 | 0,024 0,061 0,097 


0,017 0,010 : 0,088 
0,036 0,024 | 0,054 
0,023 0,030 : 0,023 


em pa = 


0,024 | 0,296 0,095 0,030 
0,061 | 0,095 0,328 0,097 
0,097 | 0,030 0,097 0,298 | 
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Wenn man von der lexikographischen Anordnung der Knotenpunkte wieder 
zur natiirlichen quadratischen Anordnung zuriickkehrt, so erhalt man aus*der 
zweiten, dritten bzw. fiinften Zeile die folgenden Wertsysteme (die in Klam- 
mern stehenden Werte gehéren zu den urspriinglichen Randbedingungen; 
der Einflu8 der modifizierten Randbedingung ist deutlich zu bemerken): 


(aioe 0 aor? ic eee 
6.0098) (233) 00,0 98) , Hy 106 


0.098) ((0330)|(0.098) __ _ 0063) (04: Putri 
| 0 (G28 | 008s | o  of04 0056 
0063 0125 10082) | (9125) (0375) (0125) 

ee ay 010% 0054 | Bue q362 Cio is 
9-902) 048 9020 ‘ay! _ (0063) (0125) (0063) oh 


Go 23 0056 0f19 0,060 
oe | : oon Re, seal 


———— J 0 


6-- 0019 (0027) 0031) 


0010 0024 0030 
Cone aaa 


Das vorgefiihrte Beispiel war geeignet, die einzelnen Operationen zu 
illustrieren, konnte jedoch wegen der kleinen Ordnungszahlen der darin vor- 
kommenden Matrizen kaum einen Einblick in die praktische Anwendbarkeit 
der Methode bieten. Deshalb wollen wir hier noch zum Schluf einen Uber- 
blick der Rechnungen geben, welche notwendig sind, wenn man ein hinrei- 
chend detailliertes Bild des gesuchten funktionalen Zusammenhanges sich 
verschaffen will. 

Nehmen wir an, daB wir die Poissonsche Differenzengleichung fiir ein 
L-férmiges Gebiet lésen wollen (Fig. 1), welches 75 innere Knotenpunkte ent- 
halt. Die direkte Inversion einer Matrix 75-ter Ordnung ist schon eine Re- 
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chenaufgabe, welche auch die Fahigkeit vieler Rechenautomaten _iibertrifft. 
Unsere Methode erlaubt es, die gesuchte Inverse mit Hilfe einer Rechenma- 
schine, welche rationale Matrixoperationen bis zur Ordnung 10 ausfiihren 
kann (z.B. des Types Pegasus der Firme Ferranti), ohne Schwierigkeiten zu 
berechnen. 

Wir wollen zuerst die Laplacesche Operatormatrix invertieren, welche 
zum ,,einfassenden” quadratischen Gebiet mit 10 x 10100 inneren Knoten- 
punkten gehért. Zu diesem Zwecke muf man mit Hilfe der Rekursionsfor- 


tet 
16 
li 


mah 
secaeer gcc 
a wea 


4 
st | LLL [s6l571 sel 50 bs10 
see 


Fig. 1 | Fig. 2 


meln (Abschnitt II, (2)) folgende Matrixpolynome der Matrix K 10-ter Ord- 
nung berechnen: 


To(K) = E, 7:(K) =K,..., 71:(K), 


und dann die Matrix 7;,(K) 10-ter Ordnung invertieren. Im Besitze dieser 
Matrizen erhalten wir die 100 Blécke von L"'—R nach Formel (4) durch 
einfache Matrixmultiplikationen (wegen der Zentrosymmetrie gibt es nur 30 
verschiedene Blicke). Das L-Gebiet in Fig. 1 entsteht aus dem quadratischen 
Gebiet in Fig. 2 durch Abtrennung eines Teilquadrates, d.h. durch Hinzu- 
nahme der neuen Randbedingungen 


X36 = Xog = X36 = Nag == Xsg = Xo = Xog = X59 = Xp 19 — O. 


Diese neun Randbedingungen kénnen nach Abschnitt IV gleichzeitig durch 
eine neunfache rangvermindernde Operation beriicksichtigt werden. Wird die 
Minormatrix von R (Ordnung 100 <9), welche aus den Spalten mit den 
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Doppelindizes 16, 26, 36, 46, 56, 57, 58, 59, 5,10 besteht, mit §, die qua- 
dratische nichtsingulére Matrix 9-ter Ordnung, welche aus den gemeinsamen 
Elementen von § und S’ besteht, mit T bezeichnet, so erhalt man die In- 
verse L**” der zum L-Gebiet gehérigen Laplaceschen Operatormatrix aus fol- 
gender Formel: 


LY” —R—ST'S’. 


Die Berechnung von T~ erfordert die Inversion einer Matrix 9-ter Ordnung, 
und man hat — um die oben angegebene Kapazitat der Rechenmaschine 
nicht zu tiberschreiten — die Matrix S in 10 Teilmatrizen (Ordnung 10 x 9) 
zu partitionieren. 


(Eingegangen am 30. Dezember 1959.) 
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ON SHORTEST NETS WITH MESHES OF EQUAL AREA 


By 
L. FEJES TOTH (Budapest) 
(Presented by G. Hajés) 


The classical authors of the bee’s cell (as PAPPUS THE ALEXANDRINE, 
KEPLER, REAUMUR, MARALDI etc.) considered it as. an obvious fact — and 
also we are inclined to do so — that among the decompositions of the 
plane into cells of equal area the regular hexagonal tessellation yields the 
‘minimal average perimeter of the cells'. But it is little known that the proof 
of this conjecture involves considerable difficulties which have not been 
surmounted so far. We shall deal with this problem in the Euclidean and 
non-Euclidean plane under the restriction to tessellations with straight edges. 
The difficulties inherent in the general case will be illustrated by some 
examples. 

The space underlying our considerations is a “sphere” of curvature K, 
i. e. the 2-dimensional spherical space (K >0), the Euclidean plane (K=O) 
or the hyperbolic plane (K <0). Consider on a sphere of curvature K a 
closed, connected domain D and decompose it by a finite number of simple 
arcs into a finite number of simply connected subdomains. The subdomains 
are called faces, or cells, the arcs edges and their endpoints vertices. The 
vertices decompose the boundary of D into arcs which we shall call, to 
distinguish them from the inner edges, boundary edges. 

Instead of decomposing a domain into cells, we can set up the domain 
from cells. Therefore we shall find it convenient to speak besides of parti- 
tions also of tessellations. 

Considering the vertices as at least trivalent atoms and the edges as 
arms representing the bonds, we may distinguish free and bonded vertices, 


1 See e. g. D’Arcy W. THompson, On growth and form. II (Second edition, Cam- 
bridge, 1952), where we read on p. 527: “The investigation of the ends of the cell was a 
more difficult matter than that of its sides, and came later.’ However, the “problem of 
the ends” may be considered today as a simple school-problem, while the “problem of 
the sides” is a question not yet settled in its full generality. We may suppose that the 
authors mentioned above restricted their attention to congruent cells. — As to the pro- 
blem of the bee’s cell it is a strong restriction to consider first the problem of the sides 
and then the problem of the ends only for hexagonal prisms (under further restrictions). 
It would be desirable to consider the whole problem under far more general conditions. 
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according as only two or at least three edges meet in them (Fig. 1). In view of 
the following considerations we allow to decompose a boundary edge by free 
vertices into smaller edges, but cancel the free internal vertices by uniting 
the two edges issuing from them. In this sense the inner edges of the parti- 
tion are uniquely given. 

If each cell is a polygon, the tessellation is said to be polygonal. 
An inner edge of a polygonal tessellation may be a broken line, but we 
restrict our attention to straight edged polygonal tesseilations, each inner edge 
of which is a segment. 

We introduce the boundary characteristic c of a polygonal tessellation by 


where f and 6 are the numbers of the free and bonded vertices lying on 
the boundary of the tessellation and A is the number of the holes, i.e. the 


Fig. 1 Fig. 2 


number of the connected regions of which the complementary of the tessel- 
lation consists. If the cells fill up the whole sphere (K>0), we have 
h=f—6=0, and thus c——12. Later on we shall show that for a tes- 
sellation consisting of a finite number of faces of a regular hexagonal tes- 
sellation we have c—0O. Thus c may be considered as a deviation from 
this distincted type of tessellations. 

Our main result is contained in the following 


THEOREM’. Consider on a sphere of curvature K a connected, finite : 
polygonal tessellation of boundary characteristic c. If the tessellation has n\ 


® Special cases of this theorem can be found in my book Lagerungen in der Ebene, . 
auf der Kugel und im Raum (Berlin—Géttingen—Heidelberg, 1953, Ill, § 9, and V, § 9)) 
but without proof of the convexity of the function U for K >0. 
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cells of equal area t, then the average perimeter 1 of the cells satisfies the 
inequality 
12U\64+—,1,K 


where U(p,t, K) is defined by 


2p cos — 
VK arc COS vray 77 for K> 0, 
ere 
U(p, t, K) = 2 | inter for K=O, 
cos — 
= ar ch eae y Ore hie), 
} 2p ia 


Equality holds only for tessellations with equal regular cells and at most 
trihedral vertices. 


Observe that, in view of ar chz = —are cosz and 
U(p, t,0) = lim U(p, t, K), 
K>U 


the function U(p,t, K) may be defined for K>O and A<O by means of 
one analitical formula and for A—O by postulation of continuity. As to the 
case of equality note that for tessellations having inner vertices equality 
cannot hold but in the case of equal regular cells of angles 120° (Fig. 2, 3, 4). 


Fig. 3 


11 Acta Mathematica XL3—4 


» 
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Our theorem involves the following 


Coro.tary. /f U is the union of n distinct cells of a regular tessellation 
with trihedral vertices, then among the partitions of U into n convex cells of 
equal area the regular partition has the least total edge-length. 


In order to deduce this from our theorem let us denote the perimeter 
of a cell of the regular tessellation by / and the average perimeter of an 
irregular partition of U into n convex cells of equal area by /. Furthermore, 
let @ and c be the boundary characteristics of the regular and irregular de- 
compositions of U. In view .of the convexity of the cells of the irregular 
decomposition, each bonded vertex of the regular decomposition is, simultane- 
ously, a bonded vertex of the irregular decomposition. Thus cc, whence 


I> ulo+£, t, K| > ulor4t k)=1 


The basic idea of the proof of our theorem is very simple. Denoting 


the number of sides of the single cells’ by pi,...,p, and their perimeters 
by 4,,...,/, we have, by the isoperimetric property of the regular polygons, 
= U(pi, t, kK), 


with equality only if the cell is regular. We shall show, as a simple conse- 
quence of Euler’s theorem, that 


Pits: +pPesbint+c. 


Here equality holds only for tessellations with at most trihedral vertices. 
Furthermore, we shall prove that, in the domain of the (p, t, K)-space which 
is to be considered from the point of view of the problem, U(p,t,K) is a 
convex, decreasing function of p. These facts involve the desired inequality: 


nl=i+---+1,2U(pi,t, K)+++>+U(pr, f, k)= 
znu[at+P 1 x)znu(6+~,¢ K| 


Equality cannot hold simultaneously in all three Boek except for the 
case indicated in our theorem. 

In order to prove the inequality pi+---+p,=6n-+c, let us remark 
that we may restrict ourselves to tessellations having not more than trihedral 
vertices. For, the vertices from which more than three edges emanate can 


§ Note that the vertices of the cells lying on the boundary of a particular cell are. 
considered as to be vertices of this cell too. Thus a cell of a tessellation may have more 
vertices (sides) than it has effectively as a single polygon. 
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be “split up” into trbedral vertices and we have only to observe that by 
this operation, pi+-+-+p, increases and c does not decrease. We shall show 
that, for tessellations of the considered kind, pi:+---+p,—6n-+c. This 
implies our above remark concerning the boundary characteristic of hexagonal 
tessellations. 

Let e be the total number of edges and 1 the total number of vertices 
of the tessellation. Then, by Euler’s theorem, 


(n+h)+¢r=—e+4+2, 
whence, in view of 3v—f=2e, 
Pit -+++pn=2e—(f+ 6) =6n+f—6+6h—12=—6n-+e. 

Turning now to the proof of the convexity of U as a function of p, 
we have to consider separately the cases K—=1, K=O and K=—1. 

Case K=1. We shall show that for p> 2, O<t< 27 we have U,, > 0. 
With the notations 
mt 2a—t cos x 

— x — 


= = 8 x) = arc cos 
p ‘ 270 Sands, Cos ex’ 


we have U=2p9| 2), whence p? U,, = 22° y” [4]. Thus we have only to 
show that for O<x<a/2, O<e<1 the inequality y’ (x) >0 holds. 
On account of 
log cos y= log cos x—log COS éx 


we obtain 
—y tgy——tgx+etg ex, 
; Late aka é 
ALES cosy cos'x | costex’ 


This reduces by the chain . 
(cos? ex— cos? x)(cos* ex —8° cos’ x)— cos? x cos‘ ex(tg x —é tg ex)’ > 0, 
(sin? x— sin?ex)(cos? ex—e° cos’ x)— 
—(1— sin’ ex)(sin x cos ex—s cos x sin ex)” > 0, 
—(sin 2ex—e sin 2x)? +4 sin® ex(sin x cos ex—e cos x sin ex)’ > 0, 
— in Qex-+esin 2x +2 sin ex(sin x cos ex—é cos x sin ex) >0 


e1i* 
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of equivalent inequalities to 
G(x, e) =e sin 2x—(1— sin x) sin 2e¢x—2e sin’ ex cos x > 0. 


The proof rests on elementary properties of G as function of ¢ alone. 
We have 


— Gee = (cos x —x +x sin x) sin 2¢x + ex cos x cos 2éx, 
which we write in the form 


2 : cos x—x-+xsinx 
a —Asinz+zcosz, z—=2ex, A=2—————__.. 
cos x Ga A 4K : : cos x 


Writing x= 5 —E, we have for 0<x<2/2 


 Acos x= sin t—(—8}4—cos Sle p= _(4_:)F 


= 5 (42-328 +12)>0, 


showing for ex S7/4, O<e<1, O<x< 2/2 the validity of Gee(x, 8) <0. 
This involves, in view of G(x, 0)= G(x, 1)=0, the positivity of G(x, ¢) in 

the rectangle O<¢<1, O<xSn/4. 
In order to settle the case + cage ah 5 : 
Asinz+zcosz=0 (A > 0) 


has exactly one root for 0<z<z and thus at most one root for 0<z< 2x. 
Therefore, G(x, ) has, as function of s, at most one point of inflexion for 
O<e<1. Thus the equality G(x,8)>0 shall be proved by showing that 


let us remark that the equation 


for 2 <x<5 we have 


— G(x, 1) = 2x(cos 2x + sin x)-+ 2 cos x sin? x— sin 2x >0, 
or, what is the same, that for 0< x </4 we have 


—0,(2» 1) =2(% —x] (cos x—cos 2x)-+ 2 sin x cos’*x— sin 2x >0. . 


But this is true, because 
— Gs (z —x, 7 = > (cos x — cos 2x)—(1— cos x) sin 2x > 


TSX 16x* xo 
oy; (3x em: La be ue $7 Ot —6x— 47x’) >0, 


and herewith the discussion of the case K=1 is completed. 
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- Case K=O. The domain to be considered is now p=3, t>0. The 
condition Uy, >O of the convexity in this domain reduces, with the notation 
7c/p== x, to | 

4x sinx > 2x— sin 2x. 


+s five 4x° : 
This is, in view of 2x—sin2x< oe certainly satisfied if sin x > — But 


this is true even for p= = = 2. 


Case K=—1. Now the geometrically possible values of p and f¢ are 
given by p=3, 0<t< 2(p—2). Introducing the notations 


cos xX 
COS &xX 


IU 2a-+t 
was x, —~ €; 
Dp 270 


y(x)=ar ch 


we have, analogously as in the case of K=1, p®U,,=27°y” (2. There- 


fore it suffices to show that for O0<x</2, x<ex<m/2 we have y’(x) >0. 
By an analogous computation and with the same meaning of G(x, ) as above, 
this inequality turns out to be equivalent to G(x, «)<0. Recalling that 
G(x, 2) >0 for 0<e<1, G(x, 1)=0, and, for 0<¢</2x, G(x, #) has, as 
function of #, exactly one point of inflexion, we have for 1<e<z/2x, in 
view of 


G (x, Z)-2 cos x(sin x—1) < 0, 


in fact G(x, e) <0; and this ends the proof of U,,> 0. 
In order to verify that U is a decreasing function of p, it suffices to 
refer now only to the existence of lim U(p,t, K). This completes the proof 
po 


of our theorem. 

Directing our attention to the general problem, it may be shown that 
there is a shortest net which decomposes a given domain into a given num- 
ber of parts of equal area, and it follows (by methods familiar in isoperi- 
metric problems) that the edges must be arcs of constant curvature. The 
following examples show that in general the edges are not straight segments. 

Consider the shortest segment which decomposes an equilateral triangle 
of side 2 into two parts of equal area. It is easy to show that this segment 
is parallel to one side, and consequently its length equals /2—1,41.... 
On the other hand, the circular arc centred at a vertex and yielding a simi- 
lar decomposition has a length equal to Va/V3=1,34.... 

The following interesting remark is due to A. HEPPES. It can be seen 
easily that from each vertex of the shortest net dividing the sphere (K = 1) 
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into n=3 parts of equal area exactly three edges issue and under equal an- 
gles. Consider a net with straight edges satisfying this condition. Then all cells 
have the same number of sides, say, p, and we have AF p—2(p—2) = fz 
i. e. 6—p = 12/n. It follows that n = 3, 4, 6 or 12, on account of which for any 
other values of n>2 the extremal net mtist have curved edges. This yields 
a peculiar attraction to the conjecture that for n= 4, 6 and 12 the solutions 
are polygonal tessellations and consequently regular ones. * 

Our last example relates to an analogous problem in Euclidean 3-space. 
It is known that among the “space fillers” of FEDOROV’ of equal volume the 
truncated octahedron has the least surface area. But LORD KELVIN showed 
that the faces of this polyhedron can be wrapped and its edges curved so 
as to obtain a new space filler of the same volume and smaller surface area. 
This fact sets in its true light the intrinsic interest of the conjecture men- 
tioned in the introduction which may now be precised as follows: If U is 
the union of n distinct faces of a regular hexagonal tessellation, then among 
all partitions of U into n parts of equal area the tegular partition has the 
least total edge-length. 


(Received 30 December 1959) 


1 The case n=3 has been settled by Heppes. 
5 Cf. e.g. pp. 551 552 of the book quoted in footnote 1, 


A NON-HAMILTONIAN PLANAR GRAPH 


By 
W. T. TUTTE (Toronto) 
(Presented by G. Hajés) 


A planar graph is made up of edges and vertices. The vertices are points 
in a plane. Each edge is a closed arc in the plane joining two vertices and 
not passing through a third vertex. It is required that no two edges shall 
intersect, save possibly at a common end. In this paper we suppose the 
number of edges and vertices to be finite. 

A polygon in a planar graph G is a simple closed curve made up of edges 
of the graph. It is a Hamiltonian polygon if it passes through all the vertices. 

The valency of a vertex v is the number of edges having v as an end. 
We call G cubic if the valency of each of its vertices is 3. A cubic planar 
graph is cyclically k-connected if it cannot be broken up into two separate 
parts, each containing a polygon, by the removal of fewer than k edges. 

Hamiltonian polygons of planar graphs, especially cubic ones, are of 
interest in connection with the Four Colour Conjecture. For it is easily seen 
that if a planar graph has a Hamiltonian polygon, then the map into which 
it dissects the plane can be coloured in four 
colours. Two colours occur alternately on the 
inside of the polygon and two others on the 
outside. 

P. G. Tait [1] conjectured that every 
‘true polyhedron”, that is every cubic planar 
graph which is cyclically 3-connected, has a 
Hamiltonian polygon. A cyclically 3-connected 
‘but not 4-connected) counterexample to this 
was published by the present author in 1946 
2]. The object of the present paper is to im- 
prove upon this result by exhibiting a cycli- Fig. 1 
sally 4-connected counterexample to TAIT’s con- 
ecture. A brief account of the graph in question was given at the Dobogok6é 
colloquium on graph theory (October 20—22, 1959). 

Let G; denote the planar cubic graph shown in Fig. 1. It can be veri- — 
ied by trial that G; has no Hamiltonian polygon passing through the two 
sdges A and B. 
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Now let G be a planar cubic graph having a portion Gz of the form 
shown in Fig. 2. Let H be any Hamiltonian polygon of G. Then we have 
the following theorem: 


(1) If H contains C and D, it contains also E and F. The part of H 
inside Gz then consists of two arcs, one containing C and D and the other 
containing E and F. Moreover, the part of H outside Ge consists of two arcs, 
one joining C and E and the other joining D and F. 


Proor. Suppose H contains C and D. It certainly contains an even 
number of the edges C, D, E and F. Hence either H contains both E and 
F or it contains neither of them. 

We make the following assumption: Either H does not contain E and 
F or the part of H inside G2 consists of two arcs, one joining C and E and 
the other joining D and F. 
Clearly, H cannot contain both 
the edges ab and bc, and it 
cannot contain both the edges 
de and ef. Hence H contains 
both A and B. Let us remove 
from Ge the edges C, D, E and 
F, and contract each of the 
triangles abc and def to a 
single vertex. This operation 
transforms Ge into Gi, and 
under our assumption it trans- 
forms the part of H inside 
Gz into a Hamiltonian’ polygon 
of G; passing through both A 
and B, which is impossible. 

We deduce that H contains both E and F. The part inside G2 must 
consist of two arcs joining C, D, E and F in pairs. We have seen that these 
pairs are not {C, E} and {D, F}. They are not {C, F} and {D, E}, since the 
arcs cannot cross. Hence they are {C, D} and {E, F}. Moreover, the part of 
H outside Gz must consist of two arcs joining C, D, E and F in pairs, 
Since H is a single polygon and the arcs cannot cross, these pairs must Y | 
{C, E} and {D; F}. 

Combining two copies of Gz we obtain the graph Gs-shown in Fig. 3. 


(2) Let G be a planar cubic graph having Gs as a part, and let H be: 
a Hamiltonian polygon of G. Then H does not contain all four of the edges: 
Pe OR Teanga 


k / 


Fig. 2 


Fig. 4 
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Proor. Suppose H does contain these four edges. Then by applying 
Theorem 1 to either copy of Go we find that A contains also R and S. 
But then Theorem 1 cannot be true for both copies of Gs, since H is a 
single polygon. 

Let us now consider the non-cubic planar graph Gy, of Fig. 4. It has 
8 vertices of valency 3 and 6 of valency 4. We form a planar cubic graph 
G from Gy, by replacing each vertex of valency 4 by a copy of Gs. 


(3) G has no Hamiltonian polygon. 


Proor. Suppose H is a Hamiltonian polygon of G. Then H passes 
through the 8 vertices of Gs of valency 3. It therefore contains 16 of the 24 
edges radiating from the 6 copies of Gs. Hence there are two of these copies 
of Gs; for which H contains all four of the radiating edges. This is contrary 
to Theorem 2. 

It remains to show that G is cyclically 4-connected. Let us define a 
Q-subgraph of G as a connected subgraph K such that each edge of K 
belongs to some polygon of K. Thus each copy of Gy or Gs occurring in 
G is a Q-subgraph (if we do not count the four radiating edges). 


(4) Let the vertices of a Q-subgraph K of G be partitioned into two 
disjoint non-null sets V’ and V”. Then there are at least two edges of K 
having an end in each set. 


Proor. Suppose the theorem false. Then since K is connected, there is 
just one edge of K joining V’ and V”. But this edge cannot belong to any 
polygon of K, contrary to the definition of a Q-subgraph. 

(5) G is cyclically 4-connected. 


Proor. Assume the contrary. Then by the removal of at most three 
edges G can be broken up into two separate parts G’ and G”, each contain- 
ing a polygon. Let U’ and U” be the sets of vertices of G’ and G”, re- 
spectively. We say that a subgraph K of G is split by the pair {U’, U”} i : 
it includes at least one vertex of each set. 

Suppose first that no one of the six copies of Gs; in G is split by 
{U’, U"} Consider the Q-subgraph K of G corresponding to the quadrila- 
teral abcd of Gy. It includes two copies of Gs and two additional vertices 
5 and d. The vertices of G not in K and the edges of G having no end in 
K define another Q-subgraph K; of G. By Theorem 4 the pair {U’, U”} does 
not split both AK and k;. For there are at most three edges of G joining U’ 
and U”, 

_ Assume that {U’, U”} does not split Ki. Then we may suppose that 
G’ is a subgraph of K. But then either G’ is joined to G” by more than 
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three edges or it has only one vertex 6 or d. In either case the definition of 
G’ and GQ” is contradicted. 


We deduce that {U’, U’’} splits K; and therefore does not split K. But 
we may apply a similar argument to each of the Q-subgraphs corresponding 
to the 11 other quadrilaterals of G, equivalent to abcd under the symmetry 
of G4. It follows that all the vertices of G belong to the same set U’ or U”, 
which is impossible. 

In the remaining case some copy / of Gs is split by {U’, U”}. The 
vertices of G not in J and the edges of G having no end in / define an- 
other Q-subgraph /; of G. By Theorem 4 /; is not split by {U’, U”}. We may 
therefore suppose that G’ is a subgraph of /. Now Q’ is not J, for J is 
joined to the rest of G by four distinct edges, and similarly G’ is not either 
of the copies of Gy, Li and L. say, which occur in J. Since {U’, U’’} does 
not split both the Q-subgraphs Z; and Ls, it follows readily that G’ is a 
proper subgraph of one of them, let us say of Li. 

Let us consider Fig. 2 as a diagram of Li. Let R be the Q-subgraph 
of G defined by k,/,m and n, and R; the Q-subgraph defined by the remain- 
ing vertices of Li: Suppose first that the second Q-subgraph is not split 
by {U’, U”}. Then we may assume GQ’ to be contained in R. This implies 
G’ = R, since G’ has at least one polygon. But this is impossible, since R 
is joined to the rest of G by four distinct edges. In the remaining case R 
is not split, and we may assume GQ’ to be contained in Ri. Since G’ has a 
polygon, it meets each of the arcs CpabghiedrE and DqcjfsF. Accordingly, 
each of these disjoint arcs has two edges joining G’ to the rest of G. This 
contradicts the definition of G’. The Theorem follows. 


(Received 31 December 1959) 
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_ UBER DIE APPROXIMATIONSTHEORETISCHE 
CHARAKTERISIERUNG GEWISSER FUNKTIONENKLASSEN 


Von 
D. KRALIK (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Avexits) 


Einleitung 


Die approximationstheoretische Untersuchung reeller Funktionen hat eine 
doppelte Zielsetzung: sie ist einerseits bestrebt, auf Grund der strukturellen 
Eigenschaften einer Funktion ihre Approximationsgeschwindigkeit mittels ein- 
facher analytischer Ausdriicke (z.B. Polynome oder trigonometrischer Poly- 
nome) festzustellen (,direktes Problem”), andererseits sucht sie aus der 
GréBenordnung der Approximation auf die strukturellen Eigenschaften der 
approximierten Funktion zu schliefen (,,umgekehrtes oder inverses Problem’’). 
Falls man fiir eine Funktionenklasse das direkte wie auch das umgekehrte 
Problem mit derselben Approximationsgréfenordnung beantworten kann, er- 
halt man die vollstandige approximationstheoretische Charakterisierung dieser 
Funktionenklasse. Im Fall der stetigen Funktionen hat D. JACKSON [7], [8] 
das direkte Problem geldst, indem er zeigte, daf die beste Approximation 
einer Funktion mittels Polynome bzw. trigonometrischer Polynome dieselbe 
GréBenordnung hat wie ihr Stetigkeitsmodul. Die Ergebnisse von JACKSON 
kOnnen leicht auf die Funktionen des allgemeineren Funktionenraumes L”' 
ausgedehnt werden: bedeuten @,(0, f) den Stetigkeitsmodul der Funktion f(x) 
in der Metrik von L”,? E\”(f) ihre beste Approximation mittels trigono- 


1 f(x) € L? = L?(0, 27] (p= 1), wenn |f(x)|” in [0,27] im Lebesgueschen Sinne 
é 276 
AT : ) 1/) : : 
ntegrierbar und f(x) nach 22 periodisch ist. Fl p=( | Feo|? dx| ist die Norm von 
6 
(x). L> =L®[0, 2] soll den Raum C[0, 27] der stetigen Funktionen bedeuten. Im fol- 
renden haben wir es immer mit Funktionen zu tun, die im Intervall [0, 2%] definiert und 
lach 2z periodisch sind. 
7 


re 1/p aids 
* op (8, f) = oy (5, f, 0,22) = sup, | fx +A)—f@|?dx)? (1Sp< 0), 


©» (5, f) = (5, f) = sup Max = | f(x + h)—f(x)| 


= 
ad se ny El, 27] 


st der gewOhnliche Stetigkeitsmodul. 
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metrischer Polynome héchstens n-ter Ordnung in derselben Metrik, so i 


(1) Ef) =O Jo, (4, r)} 


Die Beantwortung des umgekehrten Problems im Fall der Klass 
Lip @ (0<@<1) stammt von S. BERNSTEIN [5], wodurch sich zusammen m 
dem Ergebnis von JACKSON die vollstandige approximationstheoretische Ché 
rakterisierung dieser Funktionenklasse ergab. Es wurde spater dieses Result 
auf die allgemeinere Klasse Lip(e@,p)* (0<@<1; p21) ausgedehnt.* Di 
Lésung des Problems fiir «1 hat G. ALexiTs [1] und unabhangig von iht 
M. ZAMANSKY [13] gefunden. Hinsichtlich des umgekehrten Problems ist D 
LA VALLEE PoussiN [12] zu noch allgemeineren Resultaten als BERNSTEI 
gelangt. 

In dieser Arbeit wollen wir das umgekehrte Problem fiir eine recht all 
gemeine Funktionenklasse vollstandig lésen. Auf Grund der Jacksonsche 
Lésung des direkten Problems erhalten wir also die approximationstheore 
tische Charakterisierung der betreffenden Funktionenklassen. Die Charakter: 
sierung der Klasse Lip(@,p) (1Sp=-+.) und vieler anderen klassische 
Funktionenklassen (z. B. der Dini—Lipschitzschen Klassen e-ter Ordnung) er 
gibt sich als Spezialfall unserer Resultate. 

Wir fiihren die folyende Funktion ein: Sei A(x) eine fiir positive x 
Werte definierte positive, monoton abnehmende Funktion, fiir die jim A(x) = 


ist. Es soll weiterhin eine geeignete Zahl 0<y<1 existieren, “fur welch 
A(x)xY bei geniigend grofen x monoton nicht abnehmend ist.° Wir sager 
die Funktion f(x) gehére zur Funktionenklasse Li, wenn f(x) € L” (p=1) un 


) 09(,4) = 0|2(5]| 


ist. Wir beweisen zunachst den folgenden 


SaTz 1. Es ist f(x)€ LR (1S p+) genau dann, wenn die Beziehun 
(3) En” (f) = O[a(n)] 


8 Eine Funktion f(x)€ L” gehért zur ‘Klasse Lip (2, p), wenn (5, f) = 0(6%) is 
4 Siehe z. B. [2], S. 226. 
5 Inder zitierten Arbeit von pe La Vattée Poussin wird eine ahnliche Funktion Q( 
+0 
eingefiihrt, welche der einschrinkenden Bedingung | ae < oo zu geniigen hat. Ol 
wohl diese Arbeit von pe LA VaALLEE Poussin mit der une: eine gewisse Ahnlichkeit ha 


schlieBt diese Einschrankung die Charakterisierung wichtiger Funktionenklassen, wie z. | 
der Dini—Lipschitzschen a-ter Ordnung, aus. 
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besteht, wobei (abgesehen von der Konstanten) als beste approximierende_tri- 
‘gonometrische Polynome die Fejérschen Mittel der Fourierreihe von T(x) be- 
trachtet werden kénnen. 


Es ist zu bemerken, daB der Inhalt des Satzes 1 im Spezialfall des 
Raumes C(=L®) schon von STECKIN [11] bewiesen wurde, ohne jedoch die 
Rolle der Fejérschen Mittel erkannt zu haben. 

Es ist bekannt der Satz von PrivaLorF [9], nach welchem eine Funktion 
f(x) zugleich mit ihrer konjugierten f(x) fiir O<@<1 zur selben Klasse 
Lip (@, p) gehéren. Wenn aber e=1 und p=1 bzw. p=-+ sind, so gilt 
dies nicht mehr, und wir kénnen von der Struktur der konjugierten Funktion 
auch im Fall anderer Funktionenklassen nur weniges behaupten. Wir haben 
auch in dieser Richtung Resultate erzielt, die denen von PRIVALOFF analog 
sind. Es besteht namlich der folgende 


Satz 2. Ist f€ LE und 1<p<-+o0, so ist auch f€ LR. In den Fallen 
p=1 und p=-+ oc kénnen wir das nur behaupten, wenn die Funktion (x) 
auger den schon erwdhnten Eigenschaften noch die folgende® besitzt: 


o [#ax—o|2(4)] 


Die Bedingung (4) wird z.B. erfiillt, wenn fiir eine geeignete positive 
Zahl 6=y die Funktion A(x)x* fiir geniigend groBe x-Werte monoton nicht 
zunimmt. Wahlt man 4(x) = x-* (0<e@<1), so ergibt sich der Satz von PRI- 
VALOFF als Spezialfall unseres Satzes 2. Auf Grund des Satzes 2 k6nnen wir 
dann die im Satz 1 ausgesprochene Charakterisierung der Klasse Li folgender- 
weise aussprechen: 


Satz 3. Damit f€ Li und fi € Lk, ist das Bestehen der beiden Bezie- 
hungen‘ 
(5) on (x, f)—L)||p = OL (M)], Gn) -/O)||p = OF (2) 
notwendig, und das Bestehen einer von diesen hinreichend. 

Die Lokalisation der auf trigonometrische Polynome bezogenen Bern- 


steinschen Ungleichung [4] erméglicht uns die Beantwortung des umgekehrten 
Problems fiir unsere Klasse Li in lokalisierter Form auszusprechen. Wir haben 


namlich den folgenden 


6 Siehe diesbeziiglich auch [3], wo einige Beriihrungspunkte mit unserem Satz 2 fiir 


den Fall p= -+ > zu finden sind. “eo 
1 9 (x, f) bzw. 6, (x, f) bedeuten das n-te Fejérsche Mittel der Fourierreihe bzw. 


der konjugierten Reihe von f(x). 
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Satz 4. Ist die Funktion f(x) im Intervall [a, 6] <[0, 22] L?-integrierbar 
und ihre beste Approximation mittels trigonometrischer Polynome héchstens 
n-ter Ordnung im Teilintervall [a,b] von der Gréfenordnung 


(6) —— EX(fza, 6) = min | |f@)—Ta(x)"ax)” = O(a)” 


a 


so hat der Stetigkeitsmodul w,(0, f; a,, 6)’ fiir ein beliebiges, véllig im Inneren 
von [a, 6] liegendes Teilintervall [a,, b,] die Gréfenordnung ofa (4) wo die 
Konstante in O von a, und 6, abhdngt. 


Was das direkte Problem anbetrifft, werden wir fiir die lokale Approxi- 
mation in der Metrik der Réume C[a, 6] und Lfa, 6] vdéllig befriedigende 
Resultate erhalten. Im Fall der Raume L” (1<p< + oe) ist uns aber nicht 
gelungen, ein diesen gleichwertiges Resultat zu erreichen. Unsere diesbeziig-— 
lichen Ergebnisse sind die folgenden: 


SATZ 5. Hat eine in [0,22] definierte periodische Funktion f(x) im In- 
tervall [a, 6] <[0, 22] den Stetigkeitsmodul 


(1) (0, f, 4,6) = 0|2{ 4], 
so gilt im Fall p==-+ 

(8) E,(f; a, 6) = Of[Aa(n)}, 
und im Fall p=1 

(9) Ex” (fi a, 6) = OfA(n)} 


in einem beliebigen Teilintervall [a,, 6,] von [a,b], wo die Konstante in O von 
a, und 6, abhdngen kann. In den Fallen 1\<p<-+occ gilt (9) fiir py=1, 
wo y die in der Definition von 4(x) eingefiihrte Konstante bedeutet.” 


8 Im Fall p=+ oo haben wir E(”) (f; a, 6) = E,,(f;a,b)=min Max |f(x)—T,(x)}- 
T, «€[a, db} 
by : 
* 65 (6;f5 diy B) = sup ( | f(x-+h)—f(x)|?dx)'”, wo 6>0 so klein sein soll, dab 
x +h €[a, 6] ist. 
® « (J, f; ay, b1) = o(6, f; a,, by) = ee max | f(x + h)—f(x)|. 
h|=s gund z+h€[ay, bi] 


10 Die Lokalisationsfrage der Reetrans im Raume C wurde unter anderen Ge- 
sichtspunkten auch von Frey [6] und anderen untersucht. 
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Beweis der Siatze 1 und 2 


Beim Beweis des umgekehrten Teiles des Satzes 1 spielt die folgende, 
von STECKIN [11] bewiesene™ Beziehung 


(10) o( 4p =£ Sep 
v=l 
die entscheidende Rolle, wo C eine Konstante ist. Aus (3) und (10) folgt 


namlich auf Grund der angenommenen Eigenschaften von A(x) 


@, (4.4 = ou) >) = o(4) Loy = O(n”) A(n) 2 ry, 


n 
Da die letzte Summe O(n'-’) ist, erhalten wir mithin 


o» (+, /]= 01a, 


n 


woraus sich (2) auf Grund der Eigenschaften von £(x) und des monotonen 
Charakters von @,(d, f) ergibt. 

Der direkte Teil des Satzes 1 ist nach (1) evident. Wir haben nur noch 
die erste Beziehung von (5) zu beweisen.” Aus der Giiltigkeit von (2) und 
aus der Formel 

; 7e/2 
a 1 sin?(n + 1)¢ 
Wo NS) = sept | [P(x + 2 +f(x—21)— 2f(x)] — 5, at 


11 In der Originalarbeit von Sreckin ist (10) nur fiir den gewdhnlichen Stetigkeits- 
i ; 
modul w (—. f| und fiir die Approximation E,(f) in der Metrik von L®[0, 27] ausge- 
n 


sprochen und bewiesen. Sein Beweis kann aber wortlich auf den allgemeinen Fall von 
L? [0, 27] iibertragen werden, da die auf trigonometrische Polynome bezogene Bernsteinsche 
‘Ungleichung, weiterhin die im Beweis vorkommenden anderen Beziehungen in entsprechender 
Weise auch fiir den Raum “L? giiltig sind. Eine genauere Rechnung zeigt die Giiltigkeit 
der Beziehung 

1 CS IF | 
- eau elem E) P ; 
“(ps5 Sart =5 
wo C eine absolute Konstante ist. Das zweite Glied auf der rechten Seite ist aber fiir das 
Weitere belanglos. Das unnétige Glied a kann dadurch beseitigt werden, da8B man nur 


diejenigen Funktionen p € L? betrachtet, fiir welche ||y||, <1 ist. Im Fall ||f||, > 1  be- 


i x 1 : 
trachten wir also die Funktion (x)= HAGUE Da a, (4, =TF, (7 f) ist, haben ¢(x) 
ce delly 3) 


ifllp 
und f(x) dieselbe Stetigkeitsstruktur. f 
12 Das hat fiir den Fall L®(0, 22] schon Zyomunp getan (s. [14], I, S. 91). Unser 


Beweis bezieht sich auf den Fall L? mit 1=p<+o~. 


12. Acta Mathematica XI/3—4 
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erhalten wir auf Grund der Minkowskischen Ungleichung » 


7/2 
a sin'(n+1)t ,, _ 
I] On(x, FF) ||» = apie +20 +f(x—2t)—2f(x)|lh— Jay t= 
70/2 
1 1 \ sin’(n + 1)t 
= 00 ery) te) 
0 
1/n c/2 
Zerlegen wir das Integral in die Teile | und . Die Gréfenordnung des ersten 


9 In 
Teiles ist wegen des monoton abnehmenden Charakters von A(x) 
1/n 


O(n) fa (+ dt —O[A(n)]. 


Die Auswertung des zweiten Integrals ergibt auf Grund der Eigenschaften 
von A(x) 


m/2 7/2 
¥ 
O(n") | il (4 (+ PP dt=O(n")a(nyn” {rear O[a(n)}. 
1/n 1/n 
Damit ist der Beweis des Satzes 1 zu Ende. 


Was den Satz 2 anbetrifft, gilt im Fall 1<p<-oo auf Grund der be- 
kannten von M. Riesz [10] herriihrenden Beziehung 


A+ A) —F) |p S Avl|Fe+4)—F(®)||pSAvo(4,f) (\4|S9), 
das heift 
o,(d, f) S Apa, (4, f), 
wo die Konstante A, nur von p abhangt. In den Fallen p—1 und p—-+ o0 
gilt die Rieszsche Ungleichung nicht, und wir haben die Integralformel 


Fx+H—fay——+ j esau net ACEO i. fAE49= $0) at 
Bish! 2tg—a— —7 2g 


abzuschatzen."* Wir werden die Abschatzung fiir die Funktionenklasse L> 
ausfiihren. (Fir Li; yeht die Abschatzung ganz analog, nur haben wir 


statt der Beziehung |f(x-+Ah)—f(x)| =O E Fl die Integralbeziehung 


\ 


27 


if S(x +h) —f(x)|dx = O E (4)] zu beniitzen.) Zerlegen wir die Integrale 


0 


18 Siehe z. B. [15], S. 67. 
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—2h 2h 7 


1 die ‘Teilintegrale: J + i + ie Fiir die GréSenordnung des ersten und 


~7 -2h 2h 


ritten Teiles erhalten wir auf der gewdhnlichen Weise“ O E (4]] . Fiir das 


weite Teilintegral ergibt sich aber die Gréfenordnung o|a(+} nur unter 
uhilfenahme von (4). Es ist namlich 


Sh 2 tg ——- oh atg— 


“Pet )—fleth) 9, ‘4 { foto —100 pte 
t 


2 
1 


2 0(1) Ee ate NEw aso Sana 


lurch die Substitution t—h—t ergibt sich fiir J, bei Beachtung von (4) 


o0n| 2) ge-ow f #2er-ofee4]|~of(2)} 
0 1/8h 


ianz analog erhalten wir fiir /, dieselbe GréBenordnung. Damit haben wir 
en Satz 2 bewiesen. 


Beweis der Satze 4 und 5 


Der Beweis des Satzes 4 verlauft ahnlich zu dem des Satzes 1, nur 
aben wir statt der Beziehung (10) die entsprechende ,lokalisierte” Beziehung 


om, (4 ft a.,6,) = 2 C(G;; OD SEONG a, 6)” 


14 Vel. [15], S. 156—157,-oder [14], I, S. 121—122. 
15 Die genauere Rechnung ergibt 


Cats, 
0, (= Go| 58099 Seminars itd Cu SD ry, 


o jetzt |Ifllp=( i) ire |Pax)"” ist. Das zweite Glied auf der rechten Seite kann aber bei 


a 
x Abschatzung von ©, (—. Sf; a, 1} gegeniiber dem ersten vernachlassigt werden (s. 
nh ° 
ch 11), 


12 
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anzuwenden. Der Beweis dieser Ungleichung ist analog dem von (10), nur 
hat man die gewohnliche, auf das ganze Intervall [0, 27] bezogene Bernstein- 
sche Ungleichung durch ihre lokalisierte Form zu ersetzen ([4}). 
Wir fiihren den Beweis des Satzes 5 zuerst fiir den Fall L®[a, 6] = 
= C[a, 6] durch. Betrachten wir die folgende Hilfsfunktion: Setzen wir 
2ua—b 


@ aa and 


I(x) x€[a, 4], 

f(a): x€[0, a], 
EO) 4b) x€[b,b+0], 

f(a) x€[b+ 2e, 2a], 


im Intervall [5+ 0,6+20] sei g(x) linear und g(x+27)—g(x). (Ware 
b—27, so sei g(x) =/(s) in (0,6) g@)—=fla) in [74, al, e@y— 


== f(b)==f(270) xin jo, 2 =| .und in | 38 sei g(x) linear.) Gilt (7) mit 


ec fs | 


p=-+o, so gilt auch (0, 50,22) = 0f2{ 4], Die auf die Funktion 
(x) bezogene Relation (1) ergibt dann 
| E,(g; 0, 21) = Ofa(n)], 


und da E,(f;a, 6) =E£,(g;0, 22), erhalten wir im Fall p—-+ oo die be- 
hauptete Beziehung (8). 
Im Falt L? (1Sp<-+ oe) betrachten wir die Hilfsfunktion 


f(x) x€[au, d], 


GO =10 x fay, bi), 
wo a,<6, derartige Bunkte zwischen a und 6 bezeichnen, in welchen 
ath byseh 
(11) J \AO)?at= OW, -| |FO/'at=O) 
a, bi 


ist. Diese Beziehungen gelten in jedem Punkte a, und 6,, wo |f(x)|’ die 
Ableitung ihres Integrals ist, d.h. in [a, 6] fast tiberall. Man kann also a, 
und 6, an a und 6 so nahe wahlen, da sich die Lange des Intervalls [a,, 5, 
von 6—a um beliebig wenig unterscheidet. Wir wollen das Integral 


(n= J |g(x+A)—g(x)|"ax 
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durch die Zerlegung 


a-h a, dh by dot 


ay-h ay bi-h by 


abschatzen. Das erste und das letzte Integral verschwindet, da in diesen Inter- 
vallen g(x + h)=g(x) ist. In [a,—h, a] ist g(x)=0, also ist der Wert des 
zweiten Integrals nach (11) 


J lg@+A)/'dx— | \f@\"at = Of), 


und die gleiche GréBenordnung ergibt sich auch fiir das vierte Integral. Wir 
erhalten ferner fiir das dritte Integral 

bi-h by-h 

Jig&+H—g@|Pax= | f+) —f0o|"dxs [oy (6, fra, 6)). 


Aus (7) ergibt sich somit im Fall p—1 die Abschatzung /(h) =O E Gil 
und daher 


o,(4, 2; 0,22) =— sup (A) = o|a(4)]. 
|n|=o d 
Ein dem Fall p—-+ 0 analoger Gedankengang ergibt die Beziehung (9). 


Fiir p>1 kénnen wir ahnliches nur behaupten, wenn 4? sz Co ist, wo C 


eine positive Konstante ist, was fiir py=1 wegen der Eigenschaften von 
A(x) sicher gilt. 


(Eingegangen am 17. Februar 1960.) 
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UBER APPROXIMATIONEN MIT DEN ARITHMETISCHEN 
MITTELN ALLGEMEINER ORTHOGONALREIHEN 


Von 
G. ALEXITS (Budapest), Mitglied der Akademie, und D. KRALIK (Budapest) . 


' Prof. P. Turdn anldBlich seines 50. Geburtstages zugeeignet 


Einleitung — 


Abschatzungen  tiber die Giite der Annaherung einer Funktion f(x) mit 
Linearkombinationen vorgegebener Funktionen /,(x), f.(x),... sind nur fiir 
spezielle Funktionensysteme {/,(x)} bekannt. Insbesondere gibt es klassische 
_ Ergebnisse im Fall, daB {f,(x)} das System der trigonometrischen oder al- 
gebraischen Polynome ist. Dagegen scheint das Problem der Giite der Ap- 
proximation mit den Mitteln einer allgemeinen Orthogonalentwicklung 


(1) fla) ~ > cugpulx) 


tiberhaupt nicht untersucht zu sein. Der Grund dafiir steckt im Umstand, daB 
die Orthogonalreihen auf die strukturellen Eigenschaften der entwickelten 
Funktion f(x) im allgemeinen nicht reagieren (vgl. BANACH [5]). Nur in neu- 
ester Zeit haben in dieser Richtung J. MEDER [11] und K. TANDoRI [13] 
einige Resultate erzielt. Das Ergebnis von TANDORI, welches das von MEDER 
betrachtlich erweitert, lautet folgenderweise: 

Ist {4(n)} eine positive, monoton gegen Unendlich konvergente Zahlen- 
folge, welche der Bedingung 

A(n’) = O[A(n)] 


geniigt und ist auch die Bedingung — 
> cz(log log n)’4°(n) < ce 
n=2 


-erfiillt, so gelten fiir die (C, 1)-Mittel o,(x) der Orthogonalreihe (1) fast tiber- 
all die Beziehungen : 


04(2) 10) =04( ty} 
A(n)| On(x)—f(x)| S F(x) (n=1,2,..., FEL), 


wo f(x) die durch den Riesz—Fischerschen Satz bis auf eine Nullmenge ein- 
deutig bestimmte Funktion bedeutet. Sowobl der Beweis von MEDER als auch 
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der von TANDORI beruhen auf bekannten Methoden der Theorie der Ortho- 
gonalreihen. 

Wir kénnen bedeutend weitergehende Resultate erzielen, wenn wir uns 
der Frage von einer ganz anderen Seite nahern. In der Theorie der Fourier- 
reihen konnte man namlich mittels reihentheoretischer Betrachtungen ganz 
allgemeiner Natur verschiedene Approximationssatze beweisen; es ist sogar 
dadurch gelungen, wichtige Funktionenklassen mit den Methoden der kon- 
struktiven Funktionentheorie zu charakterisieren (ALEXITS [1], [2] und KRALIK [9]). 
Wenden wir diese Methode auf das obige Problem an, so ergeben sich Satze, 
welche einerseits das Ergebnis von TANDORI weit verallgemeinern, anderer- 
seits auch zur Behandlung anderer Probleme den Weg bahnen, u. a. zu einer 
Verallgemeinerung des Weylschen Begriffes des Integrals gebrochener Ordnung. 

Im § 1 beweisen wir ein allgemeines reihentheoretisches Lemma, dessen 
Anwendung im §.2 die Erweiterung des Approximationssatzes von TANDORI, 
und einen Approximationssatz fiir die (C,1)-Mittel gewisser Orthogonal- 
polynomreihen ergeben wird, bei welchem auch die Struktur der entwickelten 
Funktion zur Geltung kommt. Im § 3 verallgemeinern wir, ebenfalls aus un- 
serem reihentheoretischen Hauptlemma ausgehend, den Begriff des Weylschen 
Integrals gebrochener Ordnung wie auch die diesbeziiglichen tiefliegenden 
Ergebnisse von HARDY und LITTLEwoop [8]. 


§ 1."Das reihentheoretische Hauptlemma 


Bezeichne A(x) eine fiir x>0O definierte positive, von unten konvexe, 
nichtwachsende Funktion mit der Eigenschaft: es gibt eine feste Zahl O<y<]1 
derart, daB A(x)x’ fiir geniigend groBe x monoton nichtabnehmend ist. Sei 
ferner @(x) eine.Funktion mit ahnlichen Eigenschaften wie 4(x), nur soll in, 
der Monotonieforderung fiir @(x)x” statt y eine Zahl O<7<1 mit y+7<I1 
stehen. 

Sei nun R ein Banachscher Raum, ua,,u.,... Elemente von R und oy, 
das n-te (C, 1)-Mittel’ der Reihe 

aie 


n=1 


HAUPTLEMMA. Konvergieren die 0, (in der Metrik von R) gegen ein Ele-- 
ment 0€ R mit dem Anndherungsgrad 


(2) \|o—on|| = O[A(a)], | 


= k 
1~o.= (1 me 4] uw, und entsprechende Formeln gelten auch fiir die weiteren 
k=1 


Reihen. 
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so approximieren die (C,1)-Mittel o,(0) der Reihe yu.) (in der Metrik 
von R) ein Element 0(@)€R mit dem Anndherungsgrad 
(3) ||o()—0,(4) || = O[A(n) 6(n)]. 


Bezeichnen wir das n-te (C, 1)-Mittel der Reihe (u,—0) +u,+u;+ ++: 
mit o,, das der Reihe 6(1)(u,—o)+6(2)u,+6(3)u;+--- st 0,(9), so er- 


geben sich aus der Annahme (2) wegen o;,—o0,—o-+-——— die folgenden 


aa 
Beziehungen : 
(4) |o%||S||.—o|) + 221 — ofa, 
©) | 7.(9)—n(6)|| =|]02()—o%(0)|+ 2121 (m>ny, 
Zwischen den Mitteln o;(@) und o; besteht die Beziehung? 
ot(6) => t a 4, (k-+ 1) 0826 (kK) + 
$2 Set yo soe+1)+¢a)ot, 
so daf die folgende Ungleichung gilt: 
||o7,(8)—o7,.(9) || S Bees apenieete- 
© —S (Jet nasow|+—2, Se niaiaoesn+ 


+a) Se epee esd patina 


k k 
{ i — —— | —| 1— — und {ee daher er- 
Fiir m>n ist (1 | f “q\<* un eer | 
halten wir nach (4) fiir das erste Glied der rechten Seite von (6) die Ab- 
schatzung 


n-1 at 
| heel =, 
Die Eigenschaften von A(x) und 6(x) ergeben nach einer Abelschen Um- 


2 Vgl. [12]. 
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formung: 


S,= of 4) > Re’ A(R 2£°6(k) = O(n”) A(n) Se H6() _ 


> -146(k) + 40(n) > kN. 
k=1 k=l 


Aus der Monotonie von 6(x)x" folgt, daB auch log @(x)x” nichtabnehmend 
ist, also eine nichtnegative Ableitung hat. Das bedeutet so viel wie 


=.O(n-'+7) A(n) 


—#§)s 
Ist € ein entsprechend gewahlter Punkt zwischen & und k+1, so folgt daher 
; AE O(k 
(7) 16(K) =—0'@) 3 °O yn < 50. 
Daraus -ergibt sich bei Beachtung der Monotonie von 6(x)x"” und y+7<1 


> k"6(k) +4(n)n-7 


ft er 


S,= O(n-") A(n) — O[A(n)6(n)]. 


Fiir die Abschatzung von S, erhalten wir auf ahnliche Weise 


m-1 m-1 


S,= O(1) 2 kA(K)220(k) = O[4(n)] & k2?26(k) = 


~ ofan) 


D3 46(k) + m46(m) + (n—1)40(n) 


= O[A(n)] {(n) + 4(m)} = O[A(n) 4(2)]. 


Damit ist die Gréfenordnung O[4(n)6(n)] fiir das erste Glied der rechten 
Seite von (6) hergeleitet. Das zweite und dritte Glied haben dieselbe Struktur, 
es gentigt also nur das eine von ihnen, z. B. das zweite abzuschatzen. Wir 
erhalten dafiir bei Beachtung von (7) die Abschaizung 


0(2) Se 4a 400) = 00) 4@) S400) = 


= O(n) A(n) S KY 0(k) = O[A(n) O(n). 


Es bleibt nur mehr die Abschatzung der beiden letzten Glieder von (6) iibrig. 
Diese haben aber offensichtlich die GrjBenordnung O[4(n)6(n)]. Damit ist 
die Ungleichung : 

|| On (4) — on ()|| = O[4(n) O(n) 
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fiir jedes m>n bewiesen. Hieraus ergibt sich nach (5) bei Beachtung der 
Eigenschaften von A(x) und 6(x) die erwiinschte Beziehung (3). Wir be- 
merken, das in unserem soeben bewiesenen Hauptlemma auch A (x)= Konst. 
und 6(x)=Konst. angenommen werden darf, da wir im Beweis nur solche 
Eigenschaften der Konvexitaét ausgeniitzt haben, welche den A(x) und 6(x) 
auch in diesen Grenzfallen zukommen. Wir bemerken ferner, daB im Beweis 
nur die Konvexitat von (x), nicht aber die von 4(x) ausgeniitzt wurde. Wir 
haben ‘die Konvexitét von 4(x) nur deshalb gefordert, weil wir im folgenden 
davon ausgiebig Gebrauch machen werden. 


§ 2. Approximationssatze fiir die (C, 1)-Mittel allgemeiner 
Orthogonalreihen und gewisser Orthogonalpolynomentwicklungen 


Als erste Anwendung unseres Hauptlemmas beweisen wir den folgenden 
SATZ 1. Sei {@,(x)} ein im Intervall [a, b] definiertes, beliebiges Ortho- 
normalsystem und {c,} eine reelle Zahlenfolge mit DSeace. Nehmen wir an, 
dap die Bedingung 
(8) Yas < 00 
die (C, 1)-Summierbarkeit der Reihe 


(9) | 2, Cu Pn(X) 

auf einer Menge E c[a, 6] sichert, wo +(x) eine positive, monoton gegen +- ce 

wachsende Funktion ist. Bedeutet A(x) eine positive, von unten konkave, mo- 
my 

noton gegen -+- ce strebende Funktion, fiir welche Te mit festem O<y<1 


bei geniigend gropen x monoton nicht abnimmt, so folgt aus dem Erfiilltsein 
der Bedingung 


> GA (n)F(n)<, 
n=l F 
daf die (C, 1)-Mittel 0,,(x) der Orthogonalreihe (9) auf E mit dem Anndherungs- 
grad ; 
. 1 
(10) 0x2) £09 = 04 zea 


approximieren, wo f(x) € L’[a, 6] die durch den Riesz—Fischerschen Satz der 
Reihe (9) zugeordnete Funktion bedeutet. 
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Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus unserem Hauptlemma. 
Es gibt namlich eine geeignete positive, geniigend langsam gegen -+ oe 


: x far ei 5 
strebende, von unten konkave Funktion 7(x), so daf T(x) v(%) iir ein geeig- 


netes O0<y=@<1 monoton nicht abnimmt und auferdem 


> GH (n)v"(n) ¥(n) <x 
n=) 


gilt. Aus (8) folgt also nach Annahme, dab die (C, 1)-Mittel der Reihe 


(11) D Cn (m2) 7(N) Pu (X) 
auf der Menge E konvergieren, sie sind mithin auf E von der GréSenordnung 


O.(1). Da die Funktionen 4(x)=Konst. und 6(x)= allen. Forde- 


] 
A(x) v(x) 
rungen unseres Hauptlemmas geniigen, folgt nach diesem, dal die (C, 1)- 
Mittel o,(x) der Reihe (9) in den Punkten der Menge £& der Beziehung 


|on(x)—f(x)| = O. areal = 05 ta | 


geniigen, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Im Spezialfall (x)= log logx konvergieren die (C, 1)-Mittel der Reihe 
(11) nach bekannten Satzen der Theorie der Orthogonalreihen in [a, 6] fast 
iiberall, und sie bleiben dem Absolutbetrag nach unter einer festen Funktion 
F(x) € L’[a, 6]. Daraus folgt — wie es aus dem Beweisgang unseres Haupt- 
lemmas leicht ersichtlich ist — fiir alle n und fiir fast alle x die Beziehung: 


A(n)v(n)| On) —F(x)| S YX), 


wo w(x) € L’[a, b], womit wir den Approximationssatz von TANDOoRI als Spe- 
zialfall unseres Satzes 1 bewiesen haben. Er ist aber in unserer Fassung auch 
recht erweitert, da wir uns von der bei TANDORI auftretenden stark ein-- 
schrankenden Bedingung (n°) = O[A(n)] entledigt haben.’ 

Im vorangehenden Satz spielte die Struktur der entwickelten Funktion 
f(x) sozusagen keine Rolle. Ist aber {g,(x)} ein im Intervall [—1, +1] durch 
eine Gewichtsfunktion 


Konst 
12 0=o0(x)= . 
(12) e(x) er 


’ Die Bedingung A(n?) = O[A(n)] bedeutet im wesentlichen so viel, da8 A(n) un- 
gefahr von der GréBenordnung O(log’ n) mit r>0 ist. 
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eindeutig bestimmtes Orthonormalpolynomsystem {Pn(x)}, so kommt die Struk- 
tur der nach {p,(x)} entwickelten stetigen Funktion 


(13) foy~ Serpe) (n= | MeOp.coar| 


bei der Approximation durch Vermittlung der Koeffizienten c, zur Geltung. 
Es gilt namlich der folgende 


SaTz 2. Erfiillt der Stetigkeitsmodul w(0,f) der stetigen Funktion f(x) 
in [—1,1] die Bedingung 


26.)—0| rare 


mit positivem, monoton gegen +- oe strebendem (x), welches der Bedingung 


@ 


( h(x) A(x) 
} D(x) dx<-+ co 


geniigt, wo 4(x) die im Satz 1 definierte Funktion ist, gilt ferner fiir die 
Gewichtsfunktion o(x) aufer (12) auch die Ungleichung 


(14) 0(x)=e,>0 


in einem vollig im Inneren von (—1,1) liegenden Teilintervall [«, 6] <(—1, 1), 
so gilt fiir die (C,1)-Mittel o,(x) der Reihe (13) in (a, 8) fast tiberall die 
Beziehung (10). 


Mit der Transformation x= cos& iibergeht f(x) in die Funktion f*(&) = 
=f(cos§), fiir deren Stetigkeitsmodul im Intervall [0, 7] die Beziehung 


1 
(62) 0, ‘ =O 0,f —0| aa 
(Of) 2006, )=0| eae 
besteht. Auf Grund eines Zusammenhanges zwischen Struktur- und Koeffizi- 
mu 


= 9 42 2 * 
entenbedingung* konvergiert die Reihe 2 and (1), WO Gn = — (7 (&) cos n€dg 


; 0 
bedeutet. Nach einem Ergebnis von ALexiTs [3] konvergiert dann wegen (12) 


auch die Reihe > c,d (n). Wie im Beweis des Satzes 1 gibt es auch hier 
eine geeignete Funktion y(x) mit den dortigen Eigenschaften, so da® auch 


4 Vgl. [4]. 
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die Reihe Y22(n) v”(n) konvergiert. Nach einem Satz von G. FReuD [7] 
folgt somit aus (14) die Konvergenz der (C,1)-Mittel der Reihe 
> cod(nyr(nypalx) in (a, @) fast iiberall. Dieselbe SchluBweise wie im Beweis 
des Satzes 1 ergibt nun fiir fast alle x €(@, 8) die Relation (10). 


§ 3. Verallgemeinerung des Weylschen Integrals gebrochener 
Ordnung und der Sdtze von Hardy und Littlewood 


Das Weylsche Integral @-ter Ordnung (@>0) der nach 227 periodischen 
Funktion f(x) € L[O, 2] lautet:° 


fel) = Fy [SOKO at 
wo f(x) der Bedingung 
j f(x)dx =0 


geniigt; f.(x) kann auch als die Faltung von f(x) und @.(x) in der Form 
Qot 
a; 
fal) ==. | 1) Bale—Hat 
0 
geschrieben werden, wo 


iS ma COSNx . sea sinnx 
¥_(x) => (cos =< * sin —- a ] 


ist. Die Funktion f.(x) kann auch durch ihre Fourierreihe 


(15). falx) = cos es DAO) sein me ye (x) 


ne Foes, | n® 
definiert werden, wo A,(x) =a, cosnx+ 6, sinnx das n-te Glied der Fourier- 
reihe von f(x) und B,(x)=a,sinnx—6b,cosnx das n-te Glied der konju- 
gierten Reihe bedeutet. Wir werden nun durch eine der Formel (15) ahnliche 


Beziehung eine Funktion einfiihren, die als eine Verallgemeinerung des Inte- 
grals fa(x) betrachtet werden kann. Das tun wir in wenigen Schritten. 


5 Vgl. [14], Bd. Il, S. 133—142. 
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Sei 4(x) die im § 1 definierte Funktion, welche aber auBer den dort 
angegebenen Eigenschaften auch die folgende besitzt: 


09 JA Pare 


1 


Es ist wohlbekannt,® daB die Reihe yan) cos nx (mit eventueller Ausnahme 


der Stellen x=0 (mod 2:2)) iberall gegen eine Funktion (x) € L[0, 27] 
konvergiert, und sie ist die Fourierreihe von g(x). Dasselbe koénnen wir von 


der Reihe >’ A(n)sinnx nur dann behaupten, wenn auch die Bedingung 


(17) > 4.4(0) log n<oe 


erfiillt ist.’ Man sieht sofort, daB die Bedingung (17) mit ye <- co und 


folglich mit (16) gleichwertig ist.* Erfiillt also 4(x) die im § 1 gemachten 
Voraussetzungen samt der Bedingung (16), so konvergiert die Reihe 


A A(n) _ 


C,(A) » A(n)cosnx+C,(A) ps A(n) sinnx 


(mit eventueller Ausnahme der Punkte x==0 (mod2z)) iiberall gegen eine 
L-integrierbare Funktion (x), und sie ist die Fourierreihe von # (x). Die 
Bestimmung der Konstanten C,(4) und C,(4) ist hier belanglos. Bedeutet 
f(x) € L[O, 27] eine beliebige, nach 2zr periodische Funktion mit der Fourier- 


reihe 
aa (x)= DY (acosnx+ by sin 1x), 


so existiert nach dem Faltungssatz® die Funktion 


fa) —= = | OVA—Hat 


fiir fast alle x € [0,22], sie ist im Intervall [0,27] L-integrierbar, nach 22 
periodisch und 


8) C(A) > ACM An) + CoA) S ACOBal2) 


6 Vgl. [14], Bd. I, S. 183. 
7 Vel. [14], Bd. I, S. 185—186. 
8 Vel. [14], Bd. 1, S. 185—186. 
® Vel. [14], Bd. 1, S. 36. 
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ist ihre Fourierreihe. Wir wollen fs(x) das -Integral der Funktion f(x) 
nennen und durch die Reihe (18) definieren. Wahlen wir speziell 4(x)= 
= (a), C,(4) = cos, C,(A)=sin=, so erhalten wir fa(x)= 
= fa(x) und P4(x) = W(x), ‘d. h. wir finden in diesem Spezialfall das Weyl- 
sche Integral @-ter Ordnung wieder. 

Bezeichnet 6(x) die im § 1 definierte Funktion, welche aber aufer den 
dort angegebenen Eigenschaften auch der Bedingung (16) geniigt, so kénnen 
wir auch von einem 6-Integral f,(x) von f(x) sprechen, das genau so defi- 
niert wird wie fa(x). Wahlen wir nun die sonst belanglosen Konstanten 
C,(A), C,(A), C.(A), C.(9) derart, daB sie den Bedingungen 


C,(44) = C,(A)C,(8)—C,(4) C29), 
C,(40) = C,(A)C,(8@) + C,(€)C.(4) 
geniigen, so erhalten wir nach leichter Rechnung 
(fa)o = (fe)a = fao, 


wo A= A(x)A(x) ist. Setzen wir speziell 4(x)—=x-*%, O(x) =x? (e>0, 
B>0), so ist A(x)6(x) = x-* 8, und wir haben die bekannten Beziehungen zwi- 
schen den Integralen gebrochener Ordnung vor uns.” 

Wir beweisen jetzt einige Satze iiber 4-Integrale, welche sich unmittel- 
bar aus unserem reihentheoretischen Hauptlemma ergeben, und die bekannten 
auf die Integrale gebrochener Ordnung bezogenen Ergebnisse von HARDY 
und LITTLEWOOD [8] als Spezialfalle enthalten. 


Satz 3. Ist f(x) €L[0, 22], f(x+22)=/f(x), so gilt fiir fast alle 
x €[0, 22] die Beziehung 


fa(x) — G(x; fa) = O.[A(n)], 
WO On(X; fa) das n-te (C, 1)-Mittel der Fourierreihe von fa(x) bedeutet. 


10 Vgl. [14], Bd. II, S. 134. — Bei der Wahl der Konstanten C,(A), C.(A) haben wir ' 
eine sehr groBe Freiheit, weshalb die Definition des A-Integrals durchaus nicht eindeutig ist. . 
Dieser Umstand ist aber kein Nachteil, da hiedurch die Anwendungsmdglichkeiten des A-- 
Integrals gréSer werden. Wollte man jedoch die Konstanten C,(A), C,(A) derart festsetzen, . 
da dadurch die Definition des A-Integrals eindeutig wird und im Fall A(x) x°* gerade: 
das Weylsche Integral ergibt, so kénnte man z. B. die folgende Definition von C,(A), C.(A) | 
annehmen: Bezeichne a das Infimum aller y>0, fiir welche x’ A(x) monoton nichtab-- 


nehmend ist. Dann setze man C,(A)= cos > C,(A) = sin > Man sieht leicht, daB die: 


im Text getroffenen Bedingungen fiir die Konstanten C,, C, fiir alle in den Anwendungen: 
wichtigen Funktionen A und @ erfiillt sind. 
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-Die (C, 1)-Mittel o,(x; f) bzw. 6,(x; f) der Fourierreihe bzw. der kon- 
jugierten Reihe von f(x) konvergieren namlich fast tiberall, sie sind also fast 
tiberall von der Gréfenordnung O,(1), woraus auf Grund des Hauptlemmas 
und der Definition (18) von f4(x) unsere Behauptung folgt. 


SATz 4. Sind f(x) € L[0, 27] und f(x)€L[0, 2]," so haben wir fa(x)€ La. 
Auf Grund unserer Voraussetzungen sind namlich die (C, 1)-Mittel der 


Reihen Aux) bzw. > B(x) in der Metrik von L{O, 2zt] beschrankt. Nach 
n=1 


i es 


dem Hauptlemma konvergieren also die (C, 1)-Mittel 0, (x; f4) der Reihe (18) 
in der Metrik von L[O, 22] gegen f4(x) mit der Approximationsgeschwindig- 
keit | | 

27¢ 


“|on(x; fa) —fa(x)|dx = O[A(n)], 


0 

woraus schon unsere Behauptung folgt (vgl. [10], Satz 1 und 3). 
Satz 5. Ist f(x) € L’[0, 22], 1<px-+-, so gilt fa(x) € Li. 

- Die konjugierte Funktion f(x) gehdrt namlich in diesem Fall ebenfalls . 


zur Klasse L”[0, 27], und die (C, 1)-Mittel der Reihen >> A,(x) bzw. >} B,(x) 
m=! 


n=1 


sind in der Metrik von L”[0, 27] beschrankt. Der iibrige Teil des Beweises 
verlauft ebenso wie der des Satzes 4. Wir kénnen jetzt sogar noch mehr be- 
haupten, da die Absolutbetrage von o,(x;f) und 6,(x; f) nach einem be- 
kannten Satz von Harpy und LitTLEwoop”™ unter je einer L’-integrierbaren 
Funktion bleiben: 


|on(x; A)| S80), |On(x; f)| S82) 


mit g,¢ 1’, g.€L”. Die Funktionen g,(x) und g,(x) sind ‘fast tiberall endlicn, 
aus unserem Hauptlemma folgt also, daB die o,(x; fa) in fast allen Punkten 


11 F(x) bedeutet die konjugierte Funktion von f(x). 

12, Die Funktionenklasse L’, (1Sp=+ 8) besteht aus denjenigen, in [0,2] defi- 
nierten, nach 22 periodischen Funktionen, die samt ihrer p-ten Potenz im Lebesgueschen 
Sinne integrierbar sind und deren in der Metrik des Raumes L? [0,2] genommener Stetig- 


keitsmodul 
Qot 


L/p 
o,(6.A)—= sup, (| Ife + fe |P dx] 


geniigt. Vgl. diesbeziiglich [10]. 


st 
der Bedingung w,(6,f) =O 4 (5 
13 Vgl. [14], Bd. I, S. 155—156. 


13 Acta Mathematica X1/3—4 
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gegen fu(x) konvergieren und in diesen Punkten gilt 
|On(x; fa)—fa(x)| =x) A(n), 
wo g(x) = Konst. max {g,(x), go(x)} ist. Setzen wir g(x)=-+ oe in der Null. 
menge, in welcher {0,(x;f)} eventuell nicht konvergiert, so erhalten wir der 
folgenden 
Satz 6. Ist fEL’ (l<p<-+ oe), so besteht die Ungleichung — 
|On(x; fa)—fa(x)| = B(x) 4(n) 
fiir alle Werte von x mit g€L’. | 


SaTz 7. Gehdrt die Funktion f(x) zur Funktionenklasse L4 (1<p<-+ ov), 
so gilt fiir ihr 0-Integral 


) |fo(x) —on(x; fo)|?dx) ” =||fo(x)—On(x5 fo)|lp = O[A(n) O(n], 


mithin gehoért fs(x) zur Funktionenklasse Le. — Im Fall p=1 und p=-+ 0 
bestehen die Beziehungen " 


| lx) one; fe)|dx = O[A(n) 8(n)] 


bzw. 
amex |fo(x) + On (x; fo)| = O[A(n) A(n)] 


unter der zusdtzlichen Annahme 
+@ 
i 4 gx — O[A(n), 


Unsere Behauptungen sind unmittelbare Korollare unseres Hauptlemmas 
und der Satze 1, 2 bzw. 3 in der Arbeit [10] (fiir den Fall p—-+ oo vgl. 
auch N. Bary [6]). 

Wir wiederholen, daB sich die Satze 3—7 im Spezialfall A(x) —x-, 
6(x) =x? mit @>0, 8>0 und @+ <1 auf die mehrfach erwahnten Hardy— 
Littlewoodschen Satze reduzieren, also sind sie tatsichlich Verallgemeinerungen 
von diesen. Das Interessante daran ist, daB unsere Verallgemeinerungen aus 
einfachen approximationstheoretischen Betrachtungen leicht folgen, wahrend 
der Originalbeweis des Spezialfalles von HARDY und LITTLEWOOD zwar-direkt, 
aber recht langwierig ist; eine dem obigen Gedanken ahnliche V Srerntachaae 
hat einer von uns schon friiher erzielt (vgl. [9]). 


(ERGSO TEESE am 14. Mdrz 1960.) 
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ON THE s-EXPANSIONS OF REAL NUMBERS 
By 
W. PARRY (London) 
(Presented by A. Rény1) 


Introduction 


A. RENy! has proved [1]: 
a) If @>1, then every non-negative number x has a $-expansion: 
(1) X = a(x) +-—=* 20) + fo 
_ where «(x)= [x], a(x) = [@(x)], fee. etc. (Here and in what fol- 
lows [x] denotes the integral part and (x) the fractional part of the real 
number x.) 

b) 7(x)=—(6x) is an ergodic’ transformation sending [0,1) onto itself, 
and for any g(x) € L[0,1) we have for almost all x 


n-1 


(2) tim 1S’ g(T*))=M(e) 


where M(g) is a constant depending only on g(x). Furthermore there exists 
a unique normalised measure v equivalent to Lebesgue measure and invariant 
under 7 such that for any measurable subset E of [0, 1) 


(3) vE= i h(x)dx 
where A(x) is a measurable function and 


1 ] 
l—-] =4@) 5 He 


and 
1 


M(g) =Jg@r (x)dx. 


c) If 8 is the positive solution of 6°>—$+1, then the unique norma- 
lised invariant measure corresponding to @ may be represented as 
=| h(x)ax 
10; 
1 Rénvi’s proof that T is ergodic, can easily be adopted to prove that 7x T ((2], pp. 
39—41) is ergodic and hence that 7 is weakly mixing. 
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where Se ee 
B35 ee O=xe pial, 
h(x) = ea 
cite for Sale 


We call those which have recurrent “tails” (i. €. &4%(@)—=én(@) for 
n=l) in their S-expansions, 8-numbers. Those with zero tails we call simple 
é-numbers. (RENYI’s case c) is an example of a simple 6-number.) 

In § 1 we find, to within a constant factor of multiplication, for each 
8>1, an explicit determination of the unique measure invariant under the 
transformation 7(x)—=(@x) and equivalent to Lebesgue measure. The deriva- 
tive with respect to Lebesgue measure of this measure is a pure jump func- 
tion ({3], p. 14), reducing to a step function a a finite number of steps 
precisely in the case of §-numbers. 

The digits in 6-expansions do not occur Paonily (i. e. independently) 
and in § 2 we determine precisely the restrictions on the sequences of digits 
in #-expansions. We conclude this section by showing that the “conjugates” 
of each 6-number with respect to its “characteristic equation” must all have 
absolute value less than 2. ; | 

Simple 6-numbers are everywhere dense in (1, ©). This is proved in § 3. 

Although we have an explicit formula for the invariant measure corre- 
sponding to each 8>1, it does not in general yield normalised measures. Our 
attention in § 4 is therefore concentrated on the properties of the normalising 
factor as a function of °. 

We show that this function is continuous from the right and the set of 
points of discontinuity from the left coincides with the set of simple 6-num- 
bers. Moreover, the normalising function tends to infinity as sf tends to 1 
and tends to 1 as £ tends to infinity. 

My thanks are due to YAEL NAIM DOWKER and H. HALBERSTAM for their 
many helpful suggestions. 


§ 1. Invariant measures 


For every 8>1 there is a unique normalised measure. v pacivalent to 
Lebesgue measure and invariant under 7(x) (6x). By the Radon—Nikodym 
theorem [4], therefore, there is a measurable function h,(x), essentially unique, 
such that 


(1. 1) vE= a h,(x)dx 
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for every Lebesgue set E. In the following h,(x) is defined to within a set 
x+m 
a 
THEOREM 1. Let v bea normalised measure equivalent to Lebesgue meas- 
ure and let T(x) = (6x) for 6>1. A necessary and sufficient condition that 
vE—vT"'E for all Lebesgue sets E is that 


of measure zero by (1.1). x(m) -denotes 


(1. 2) Bh, (x) = Py hi) >, h,(x(m))  p. p. 


Proor. Suppose yE—vT™'E for all Lebesgue sets E, then 
[on 


y[a, 6) = =| (x)dx=vT"[a, 6) = 2 h,(x)dx 


Sed 


as long as [8—b] is the largest integer m for which both a(m) and 6(m) 
are less than 1, and this occurs when either a<(@) and 6b<(@), or a>() 
and 6>(8). In this case, therefore, 


a( [ncyaxto—) == Ds ( ine ax}{(o¢m—aim)} : 
a a(m) 


We let a approach 6 and have for almost all 6 ({5], p. 284) 
: [p-» 
Gh, (6) = 5 h,(6(m)) =, ho y). 
On the other hand, given for almost all x 
(1.3) Bh, (x)= > ho(y) 
Ty=2 


we show that yE=vT™'E for all Lebesgue sets E. 
We may suppose (1.3) holds everywhere by changing the values of 


h,(x) to zero where necessary. 
If Spam then 


j h,(x)dx -{(+ >» hy(x(m))dx = > 1S acme = 


_% fr h,(y)dy = J h,(y)dy. 


a(m) -7-1f[a, d] 
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Consequently v[a, b) = vT'[a, 6) for every interval [a, 6) with [e—a] = 
—(6—6], which happens when either a, 6 are both greater than (°) or both 
less than (8). This is sufficient by virtue of the countable additivity of T 
over disjoint sets and the boundedness of h,(x) to establish the pers 

For convenience we define 7°(x)— x and inductively T"(1)—= 7" ((@)) 
for n=1. Consequently T"(1)=(6T"'(1)) for n=1, and 


(1. 4) p= a9) + 2 4+ HO) 4... 


where, by a), 


én(@) =[8T™ '((2))] = [87 (1)]- 


; 1 
Let us denote the pure jump function DS by /g(x) for each @>1. 


x<T" (1) 


THEOREM 2. h,(x)==hg(x) Pp. p. 


[6-2] 
Proor. We show that P/g(x) = D2 ha(x(m)). Let 


- =\' if x(m)<T"(1), 
™~™” (0 otherwise 
and 
P =|) ifex< Jr (1), 
"10. otherwise. 
[6-<] 
Evidently dake is the number of m among 0,1,...,[8—x] with 
m=0 


x(m)< T"(1). Therefore 


Kt (BT*(+1 if x<(87"(1)) =T™ (A), 
mmo” LTB T"(A)] otherwise. 
(a) TSF Sh dam SF te we ee (BT) eee 
2 ha(x(m)= > > 3” ee 3" a 3" = 


= S2O + 5 St — 84.9 3 — pay — Phg( 2) 


COROLLARY. /g(x) is a step function with a finite number of steps if and) 
only if 8 has a recurrent tail in its 8-expansion. 


PRoorF. 8 has a recurrent tail in its 6-expansion means, by a), T”"(1) = 
= T"(1) for some mn. Evidently the pure jump function hg(x) reduces to: 
a step function if and only if T"(1)—=7"(1) for some mn, 
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§ 2. 6-numbers and their characteristic equations 


If (Q,a,,...) and (,6,,...) are finite or infinite sequences of non- 
negative integers with the same number of terms, we write 


Aig uaa) = (055 Oy, - =) 
when a,<6, for the first n for which a, 6,. We also write (a),a,,...) (8) 
for . 
a 


& 


a 


air: 


Seer te, 


LEMMA 1. /f p= a+ > 


negative integers and if (bj, b,,...) is a sequence of non-negative integers with 
(On, Oni, ..-)<(Q, a;,...) for all n=1, then 


Bat... (On, Ons1, ---)(8)<(Qm, Am41,---)(8) whenever 
( ‘ ) (bn, Drei hs) (ny sds < -); 


unless B= (a, Q,,..., Aq) (8) with some q and the tail of {b,} coincides with {cn}. 


( ai if ix0 mod 4A 
C= 


a,—l if i=O modg. 
PRooF. We first prove that (0,, dnii,...) (8) S (Am, Amsi, .. -) (8) whenever 
(Bn, Ons, ---)<(Am, msi,..-) by showing 


. (Da yp oes Date AP) <(Gas- 6s, Qni>)(6) whenever 
(2. 2) t (Bais = +> Ontr) < (Gos «+, nts) 

In the case r=O, (6,)<(@n) implies (bn)(8) = (bn) < (dm) = (Am) (8). 
Therefore (2.2) holds for all m,n where r—0O. We suppose (2. 2) holds for 


all m,n when r<k. 
et 115, ., Ona) <(Om,.-.7 Onn), either bj—=d» and (ni1,..-5 Ona) < 
<(Am41,-++)@mix) (in which case (On41,..., Onsi)(B)< (Amst, +++) Am+x) (8) by 
hypothesis) or b,<dm. In the latter case, since (Onsy1,..-, On+x) S (Ao, -. +, Ax-1) 
and again by hypothesis, we have 


(bn, seey Onin) (6)=(b,, OG) ees Q-1) (8) = 
pe: 3) (Am, 0, .--,0) (8) (Am, ++ 5 Om+n) (8). 


The central inequality in (2.3) holds by virtue of the relation 


+++» where (a,@,,...) is a sequence of non- 


a 


p 


QAy-1 b 
n 


feeeet Bi =aAn— 
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We note that equality holds throughout (2.3) when and only when 


pao G tt and (Oni4, 3 33 Basx) == (Ag;°. <<, Ae-2). 


However, this is excluded by the condition (On, bni1,...)<(Q,@%,.--) for 
all n=1. 
Consequently (2.2) is proved and it follows immediately that 


(On5 Onet; <2.) (2) es (Guy Cees) (@) 
whenever 
(Das Ons, . .) a (Qn, QAm+1) oe 45 


Suppose (bn, Onit,..-)<(Qm,@ms1,-,-), then for some p, g, p—n= 
=q—m=2O0 ; 
(bp, Opit, «--) (8) S (Op, , a1, ---) (8) S (Ga, 0, ..-, 0) (@) S (Ge, dort, -- -) (B) 
. and strict equality holds throughout only if 
Og = Agia = ++ = 0. 
In this case @= (dp, Q1,..., Qg) (8) = (Co, G,..-) (8) where 
ai if *+0 modg, 
lap) if 40 emod g, 
and consequently (6,, Basi, ..-)(F)<(Cm, Csi, -+-) (8) = (Am, ..-) (8) whenever 
(On, Ontis ++ +)<(Cm, Cm1, ++.) But (On, Bayi, «»-)<(Qm, Qmi1,---) implies either 


the tail of {On} coincides with {cn}, Or (On, Onit,~.-)<(Cms Cm+iy + +)= 
This completes the proof. 


THEOREM 3. /f 8>1 and the 6-expansion of ? is 


tat at ate 


and if (b),6,,...) is a sequence of non-negative numbers whose tail, in case 
tke B-expansion of @ is finite, does not coincide with {c,} (cf. Lemma 1), 
a necessary and sufficient condition for the existence of x with 8-expansion 


is that (On, Oni, ...)<(Qo,Q,...) for all n=1. 
In particular, (An, Anyi, +. -)<(Qo,Q,...) for all-n=1. 


Proor. If there exists x with #-expansion 


& 


X= b)+ B ss i 
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for every n=1, 
op Sa Ek ed We Epes 
Consequently for every n=1 


(Oe Oust; oe ) (a, a, ee a: 
Let k be the first integer with b,4.+a,, then 


Darn poe ee + BE one 


Qx+1 , Ak+2 


and since ate +.-+-<1, we have Qnsk< e+ 1, 1, Ci eis Une 


By Lemma 1, for all n=1, (On, Oni, ...)<(Qo,@,...) implies 


a, 


& 


On Bn41 
a) 


and there exists x with 6-expansion 


Uh eS fe fs 


p 


fe Phe) 
ot B + f? 
In the following corollaries (a),a,,...) is a sequence of non-negative 
integers where a,=1 and a,=a, for all n=O. 
It should be noted that under this condition there is a unique solution 
8>1 of the equation 


eae, 


a, 
ole A) ha lawn eink 


and this solution lies between a, and a+ 1. 
By Lemma 1 and Theorem 3, we have 


COROLLARY 1. 7he unique solution @>1 of 


xa) + FH. 
has for its B-expansion 
s= tte te 


if and only if (dn, ast, ---)<(@o,%,-+--) for all n21. 
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We omit the proofs of the following corollaries: 


COROLLARY 2. The unique solution B>1 of 


(2. 4) peat 


k=0 ye 


(where Qnirms: =Anux, FZO0, OSk<m) has 


for its @-expansion if and only if 


(a, eee Qn+m-1) > (Qh, see Qnim-1) Qn+1), 


eee eee eee eee HEE HH EHH EHH HEHEHE HEH HEE 


(2.5) PPE ele a MEA eg: 


where r(k)=k modm. 
COROLLARY 3. The unique solution @>1 of 
KN (1 ND - Sd + icknt) = x"—(ayx™"} + : 


(where Qnirmik = Antz, T2O, O=Sk<m) has 
@ 

Qk 

B= 2a 

a 


for its 6-expansion if and only if (2.5) holds. 
COROLLARY 4. The unique solution 8>1 of 


Qa, Qn - 
X= 2 — eee —— 
oa - os RAS x" 
has for its 6-expansion 


Ba ape +h 


‘ 8 


(Gj; 0p Onl Oi, sesy On 


ee 


if and only if 


(2. 6) (4, «+ +5 An) > (Ak, «++, Qn, 0, ..., 0), 


(Qos ai x5 Gn) cng Oy cane Ue 
(2.6) is equivalent to 
(0g oss: Casi) ee ye eee Ua 


Ce | 


(2. 7) (0p; os 57 Oa-d) nny oe On) 


Coe eee ee eee Heer eeeeeeeeees 


(AQ) = (ay). 


is + Qn-1) 
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-If 8 is a non-simple. 8-number with -expansion 


(where Antrm+k = Ante, T= 0, 0) = k< m), the equation 


grim —(qyzrtm-1 + ee + Uatines) —s z"—(a,z""! + ae + One) 
is termed the characteristic equation of @. 
Likewise if § is a simple 6-number with $-expansion 


Teen ee 


p=a+4 a" 


the equation 
z"tl—(a,z"-+ --- +a,) =0 
is termed the characteristic equation of ?. 
LEMMA 2. /f Sis a simple (non-simple) me with characteristic equation 
2mm — (5241 oe Bysn t) = 
anette ee 
the conjugates Bi, +++) Bnim-1 Of @ with respect to the characteristic. equation, 
satisfy 
8) 2 T(z ee HT (1) =0 
(az eerie (1): 
Proor. This is easily verified by multiplying both sides of (2.8) by 


(z—8) and adding 7"'"(1)=0O(=T'"(1)) to both sides. This gives the 
characteristic equation of (. 


THEOREM 4. The conjugates of a $-number with respect to its charac- 
teristic equation have absolute value less than 2. 


Proor. Using the notation employed in Lemma 2 the conjugates of @ 
with respect to its characteristic equation satisfy 
Fei tage Ti) 22 er) ae TT" *(1)=0 
(serene: Lai. ())): 
Tf |z|>1, | 
(2 Die TO) tt (Dall eee, 


2 In this respect B-numbers resemble Pisot—Vijayaraghavan numbers ({5], pp. 133—144) 
defined as those algebraic integers greater than 1, with conjugates of maximum absolute 


value less than one. 
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i. @. 
: 1 
Baer AU fit ck carat mt DS ir 
Therefore 
n- 1 n-2 n- 
lal < ay + IT Me fee tT (1) S 
aes org n-1 
Paige eet! 
=~ |z|—1 |z|—1 |z|—1 
es 
|z|<2. 


§ 3. Distribution of 6-numbers 


LEMMA 3. Jf the @-expansion of @ is 


a; 
a=at eye. 


and the B-expansion of 6 is 


then a>B if and only if (ao, a,...) >(Bo, 6, ...). 
Proor. Suppose on the contrary @<? and 
(45043. > (05, 0.0): 


(The case of equality is trivially dismissed.) 
If n is the first integer with a,>0,, 


Dnt Pat ne Bah 1S ay< ay + os, 


therefore 


b, QQ a, a, se 
Brome Oy hmiecte «0+ lacing testes Cert aerate eat eee 


‘This contradiction completes the proof. _ 


THEOREM 5. The set of simple 8-numbers is everywhere dense in (1, °). 
Proor. Every @>1 has a §-expansion 


B=HtS+e- 
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where 
ey, 2 #, (6) (ae Or 1) oa) 
and according to Lemma 2 


Oy, Pyros) Ss eenigass) Or A=! 
and therefore 
(psi 5 On) APs = «5 Sn5 0), 


ee ) 


fej eh) Ata, cue 0): 


Consequently, by Corollary 4 of Theorem 3, there is a simple ¢-number 
8(n) with §(n)-expansion 


B(n) = (&, &, «++ &n) (8(n)). 
It suffices therefore to show that lim (n)—(-@(n) is non-decreasing 


as n increases (Lemma 3). 
Suppose there exists K with 8(n)<K<@ for all n, then @(n)>e+ 
En 


& 
+ Kt ie for all n and therefore 


Kz lime(=qt Bt >ot pts 


This contradiction shows that lim 6(n)=( and this completes the proof. 


§ 4. The normalising function 


The most important reason for evaluating the unique normalised inva- 
riant measure equivalent to Lebesgue measure is to find for each @ the 
frequency of the digits 0,1,...,[@] in the S-expansion of each x. 

It can be shown using BIRKHOFF’s ergodic theorem [7] that the frequency 
of each digit exists and is the same for almost all x and is expressed by 


the function D(n): 


(4. 1) D(n) = le) ‘eae 
E > 1] if n—[6] 


where vE= Fp | hg(x)ax and F(@) is the normalising factor 


KE 
1 


| Asia. 


tv) 
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We note the following formulae: 


1 1 


F(8) aif (x)dx | ( = =| dx -|(> a o dx, 


where 
oe, itmexss Teh 
an{X) = | 0 otherwise, 


1 


4.2 Fe=- DT = Jmeax— 3 TO _ Sat Yet ae 
n=O B n=0 n=0 
sinices Ti (1) == oe + ii) +.-- for all n=O. 
We have fee Ep) sala for each oe’ n>1l, and 
Bp 
=F =] CS 
and consequently 
(4. 3) lim F(6)—1; 
poo 
LemMA 4. If the §-expansion of 8 is 
é En- 
BS heptane gee 
for every r there exists @=a(r) with a-expansion 
(4. 4) a (r) = (ao, . «-, Airstyn-1) (@(r)) 
where 
Asnyt = & for Qseser, 0Sf<n—1, 


Asntn-1=8&-1—1 for OSssr, 
and a(r)t 8 as roe, 
PROOF. 
(80, ++ +2 8n-1) > (Bk, 2+) &p-1) 0, ---) 0), 


(&, eeey &n-k-1) > (&, eeey En-1) > (&, = ae &,-1—1). 
Therefore 
(a, sey Q¢r+1)n—1) > (Ax, sey Q(r+i)n-1) Oey 0) 


where the a,’s are defined in (4. 4). 


ON THE f=EXPANSIONS OF REAL NUMBERS 413 


- By Corollary 4 of Theorem 3 there exists «—e(r) with a@-expansion 
(4. 4). Evidently 


a= (&, El, +s, En- north. +}= 


11 (r+1)n 
— (&, &), be ory €n-1—1)(@) a). 


_ According to Lemma 3 e¢(r) is non-decreasing as r increases. Let 
y= sup a(r), then 


Y= (&,6;,.+-) &-1— —n (7 S175 ia}: 
pe. 


1 =C6oy ent) 


and therefore y=. 
THEOREM 6. If 6 is a simple 8-number with 8-expansion 


En-1 


a. 1? 


Bathe t 


B 
then 


lim Fo) = F@) [2]. 


Proor. If ¢= «(r)=y<— (a(r) defined in (4.4)), y will have in its 
y-expansion the same (r+ 1)z initial digits as @(s) for all s2r. (By Lemma 3.) 
Therefore 


nae aD et) +e er a ce 


1G) 
and 


G,(@) =F(, 28,,..., M(&m1—1))(@) + 
+a l(t + 1)é, (n+ 2), ...,2N(&-1—1)) (8) +: 


+ peat (OM Ds eos C+ 1)(¢-1—1))(8) SF) = 


= G,(y) +6, 5 G,(e(r)) + 4, 
where lim 6,—O. 


r->@ 


14 Acta Mathematica XI/3—4 
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If suffices to show :® 


lim F(@(r)) = lim G,(@) = F(a nan ; 


Since 


G.(a)— & +53 Eola Aber) — ((a -f- 1) &, eles 2n(&-1—1)) (@)+ 


cbse +Aa((rn +1)a,..-, (7+ 1)a(8n-1—1)) (2) = 
aif 


1 
canine (Foy + ++» &n-1—1) (@) 


J G6, .025 1 —IY(@) + 


oof 


+6-1(¢0)|=L 7") +G-1(0)h 


we have 


lim 7; (1) tim | [e+ 4... pet —_ 1) (er) aa 


8y-1-— 1 )- 
=F (n+44- a se ; 


and : 
22, n(8n-1— D)—% 2a A(én-1—1) 
tim (& ae ‘Fania hile ory r = ra me it igri ’ 
| therefore ; 
ir cant Feat aay rl 
tim (a) (1 a pastures ss 
ive: 


lim G,(@) =F(| 


pb" ) 
an—1) 
THEOREM 7. If B>1, then lim F(y)—=F(8), and if 8 is not a simple 
Y 


8-number, lim F(y) = F(é).. 
ytB ; 


PROOF. In either case suppose that |y— |<d and let n=n(d) be the 
number of initial consecutive digits common to both the y-expansion of 


8 In what follows, the dependence of a on r should be noted. 
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and the 6-expansion of 8. By Lemma 4 it is easy to see that limn(d) =~, 
: 6>o@ 


Fi) — 24284 MEL, where lim b,—0, 


&- n> 0 


F(y) = a4 at eet ae +m where limy,—O, 


n-> © 


F@)—F)|= ae 


] 1 
[e426 ith a +nea[sh+ eae +4}}+ 


2° &) n’é&, 


{5-+ - 


+0n+ Yue] 4—4 ws) Ost Wh where a@=min(¢, 7). 


Therefore lim F(y) =F (6) if @ is nota xa 8-number and is Le F(@) 
for all e>1. 


THEOREM 8. lim F(y) =e. 
Z yy+1 
Proor. Let us write 6= ((n) for the positive solution of 


1 
g=14+-,. 
B 


&(n) decreases as n increases (Lemma 4). Should there exist K with 
8(n)= K>1 for all n, we would have 


vy 
lim @(n) S lim | 1 + ——]=1. 
ed, tim { + ee ; 
Consequently lim @(n)=1. 


Therefore, by virtue of the continuity from the right of F(é) at points 
B>1, it suffices to show that Jim F(8(n)) =. 


ae +1 
F(B(n)) = a 
r( ye FO) ) * Ba) 
and we show that 
lim == 00, 
n> aay 
Suppose aK for infinitely many n, then 


B(n)" 
eee (mele 
Atay —( way ( a(n)" 

for infinitely many a. 


14* 


a. 
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n->O 


KB(n)" ; ‘i : 
But f Died converges to e%, since lim @(n)" = oe by virtue of 
n 
the relation | 
n se 1 
&(n) ae B(n)—1 Q 


Therefore there exists arbitrarily large n with @(n)"<e* and yet lim @(n)" =o. 


This contradiction establishes the theorem. 


(Received 24 February 1960) 
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NOTE ON MIXING SEQUENCES OF EVENTS 


By 
L. SUCHESTON (Rochester, N. Y., USA) 
(Presented by A. Rényi) 


1. Introduction. Let £2 be a set, a o-field of subsets of Q (called 
events), P a probability measure defined on @. 


DEFINITION 1. A sequence of events A, (n=1, 2,...) is called mixing 
with density p (0=p 1), if for each non-null event M 


5 (1) P(A,/M) = P(A, M)/P(M) — p. 


Mixing sequences were studied in [1] and, independently, in [2]? and 
[3] where they were called equidistributed. (We prefer the term mixing for 
its brevity and for its ergodic connotations.) We show here that RENyYI’s 
Theorem 2 [1], obtained by a Hilbert space argument, is contained in a 
special case of a result of [2], proven directly; also a Hilbert space proof of 
this special case is given. We then consider the following generalization of 
the notion of mixing: 


. DEFINITION 2 ([2]). A sequence of events A, is called equidistributed of 
order r and with density p or equidistributed (r, p), if for each non-null event 
M, each subsequence of A, contains a further subsequence B, with 
(2) lim P(B,,...Bn,/M) =p’. 

at Stee 


Another rather natural generalization of mixing is the following notion: 


DEFINITION 3. A sequence of events A, is called mixing of order r and 
with density p, or mixing (r,p), if for each non-null event M 


(3) lim P(A,,...An,/M) =p’. 


For r—1 Definitions 2 and 3 clearly coalesce with Definition 1. Improv- 
ing Theorem B [2] we show here that equidistribution (r, p) coincides with 


1 We take this opportunity to make the following corrections in [2]: P. 389, line 2: 
read Section 2 instead of [2]. P.391, line 15: replace gq < mp by gp; line 16: delete 


ml’; line 17: replace p*’ by m=1p°; line 8 from the bottom: delete “O =x <1, and”. 
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mixing with density p for all r. A different situation prevails for mixing of 
order r: If a sequence is mixing (r,p), then it is mixing (s,p) for all s<r, 
but not necessarily for an s>Tr. 


2. A Hilbert space lemma. The restriction of Lemma 4 [2] to the | 
case r-—1,s—2 yields a result called here for the sake of reference: 


THEOREM 1. Jf An is a sequence of events such that 
(4) lim inf P(A,)=p, 


then either the sequence A, is mixing with density p or there exists a sub- 
sequence B, of A, such that for some 0>0 


(5) P(BB)2=pP+d (/=1,2,...). 
It is easy to see that Theorem 1 implies the following Theorem 2 [1]: 
THEOREM 2 (RENYI). A sequence of events A, such that 
(6) lim P(A,) = lim P(A,/Ax) = p (Ke 1, 2,45) 
is mixing with density p. 
Let, indeed, A, be a sequence satisfying (6). If B, is an arbitrary sub- 
sequence of A,, then P(B;B;)—P(B,)P(B,/B,) can be made arbitrarily close 
to p’, if at first i is chosen large, then for i fixed, 7 is chosen large. There- 


fore the sequence B, cannot satisfy (5); it follows that Theorem 1 implies 
Theorem 2. 


Theorem 2 is proven in [1] by application of a Hilbert space lemma: 


LEMMA 1 (RENYI).: /f In is a bounded sequence of elements of a Hilbert 
space and if 


(7) am fim. (f:, 4) 0 oak (eee: ee 


then the sequence f, converges weakly to zero. 


We give here a Hilbert space lemma which allows a derivation of 
Theorem 1 above ‘similar to the derivation in [1] of Theorem 2 from Lemma 1. 


LEMMA 2. If f, is a bounded sequence of elements of a Hilbert space, 
then either the sequence f, converges weakly to zero or there exists a sub- 
sequence g, of f, such that for some d>0 


(8) (gi, Z)|2d (i, j= 1, 2, .2.). 


PROOF. It is easy to see that if Lemma 2 holds with the additional 
condition ij added in (8) — (8) thus modified will be referred to as 
(8’) —, then this lemma holds in the form in which it is stated. If, indeed, 
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f, does not converge weakly to zero, it is possible to consider a sub- 
sequence of elements of f, whose norms admit a positive lower bound, and 
to apply to this subsequence Lemma 2 with (8) replaced by (8’). We shall 
show that if (8°) fails for every subsequence g, of f,, then every weakly 
converging subsequence of f, converges weakly to zero. By the known weak 
compactness of a sphere in a Hilbert space (see f. i. [4], p.97), every sub- 
sequence of f, contains a weakly converging subsequence; it will follow that 
the sequence f, itself converges weakly to zero. 

Let A, be a subsequence of f, converging weakly to some element f 
of the Hilbert space. If (8’) fails for every subsequence g, of f,, then for 
every d>0O every subsequence J, of h, admits at least two terms, say /;, J; 
such that 


(9) i Wl<d (iS). 


It follows by RaMseEy’s theorem [5] that there is a subsequence m, of An 
such that 


(10) |(m;:, m;)| <0 (ffl 2) el 3 )). 
Consider now a sequence of numbers 4d, decreasing to zero and apply the 
diagonal construction. One obtains a subsequence 0; of A; such that 
a lim (0:,0)=0  (i#/). 

’ 1,j> 
On the other hand, the expression 


I*N—C, o%)| S|\AN-G, 2) +14, 01) — (0 05) | 


can be made arbitrarily small if at first 7 is chosen large, then for / fixed, 
i is Chosen large. It follows that ||f|| 0. This proves Lemma 2. 


3. Mixing sequences. For mixing sequences the following theorem 
holds: 


THEOREM 3 (LORENTZ).” If a sequence of events A, is mixing with dens- 
ity p, then for each non-null event.M and each #>0 there exists a sub- 
sequence B, of A, such that 


(12) (1—e)p" < P(Bu,... Bn,/M) <(1+8)p" . 
(1, <.0.< Mr} M1, . 2+, Mp =1, 2, ...5 fee 152,225): 
2 Contained in a result stated in [3], p. 208. Lorentz’s paper is written in terms of 


integrals of products of functions, instead of probabilities of intersections of events, The 
results of the present paper extend similarly. 


oe 
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Proor. Let A, be a sequence mixing with density p. By diagonal 
construction one obtains a subsequence C, of A, such that 


(13) P(C,,/QM) — p 
(Q = 2, Q=Anyce- Ang May 1-1 1,2, 40-p hee leeema)s 


Let now «, be a sequence of positive numbers. We choose positive integers 
m,< m,<-++ so large that 


(14) p—& < P(Cn,/QM) < p+é 

(Q=2, Q=Cn,.- Cass Mas ne0s fle Mh, 1-51, baal ss. 1g tol eee 
Let (Bas Gay (1 al} 235) ince 

(15) P(B:,...Bn,/M)= P(B,,/M) P(G,/B..M)...P(6/5. os ae 

it follows that 


(16) TL] (pen) <P (Bn, .-- Bno/M)< IT (p +x) 
(1 Seba See Nyy oa Tine lpn as ee eet 


which implies (12) if the ¢, decreases to zero sufficiently fast. 

Applying either Theorem 3 and the diagonal construction, or Theorem 
~B [2], one obtains: if a sequence is mixing with density p, then it is equi- 
distributed of all orders with the same density. We assert more. 

THEOREM 4. For any positive integer r, a sequence of events A, is equi- 
distributed (r, p) if and only if it is mixing with density p. 

We prove here the “only if” part of the theorem. We require from [2] 
a definition and a lemma (reformulation of Lemma 2 [2]). 


DEFINITION’ 4. A sequence of events A, is called condensed (P, r, p), if 
for some 0 >0 


(17) P(A, ..:4A.,) e727 +0 a, ae 


A sequence containing a (P,r,p) condensed subsequence is called (P, r, p) 
semicondensed. 


LEMMA 3. /f a sequence of events A, is (P,r,p) semicondensed, then 
it is (P, s, p) semicondensed for all integers s>r. 


Let A, be a sequence of events equjdistributed (r, p), we shall show 
that A, is mixing with density p. Assume this not to be true, then for some 
non-null event M and some subsequence B, of An 
(18) lim P(B,/M) = q # p. 

Denote the conditional probability given M by Py; if qg>~p, then the 


NOTE ON MIXING SEQUENCES OF EVENTS 421 


sequence A, is (Px, 1, ) semicondensed, hence, by Lemma 3, it is (Px, r, p) 
semicondensed which contradicts the assumption that the sequence A, is 
(7, p) equidistributed. If ¢<p, we consider a subsequence C, of B, such 
that for some ¢>0 


(19) P(C,/M) < p—e (n= lr 2, 


then a subsequence D,, of C, and an « >O such that 

(20) P(D,,... Dn,/M) > p’—é& (Reeve ead» 
If e’ is chosen sufficiently small, it follows from the relation 

(21) P(D,D,, . ... Dn,/M) = P(D,/M) P(D,,... Dn,/D,M) 


(asec n§ Resi, 2,2. :) 


that the sequence D, is (Pp,v,r—1,p) condensed, hence, by Lemma 3, the 
sequence A, is (Pp,y,7,p) semicondensed which again contradicts the 
assumption that the sequence A, is (r, p) equidistributed. Theorem 4 is proven. 


4. Mixing of higher orders. Let £2, be the interval [0,1], the 
class of Lebesgue measurable sets of §2,,P, the Lebesgue measure on Gy. 
We have the following theorem: 


THEOREM 5. /f a sequence of events A, is mixing (r, p), then it is mixing 
(s,p) for all positive integers s<r. If the “measure space’’ [82,4, P]= 
= [2), Mo, Pol,’ then for each p (0<p<1) and for each positive integer r, 
there exist sequences mixing (r, p) and not mixing (r+-1, p), (r+ 2, p),.... 


Proor. To prove the first part of the theorem it is enough to show 
‘that a sequence mixing (r,p) is mixing (r—Il,p). Let, a sequence A, be 
mixing (r,p); by Theorem 4, A, is mixing with density p. For arbitrary 
non-null event M, P(A,,...An,/M) can be made arbitrarily close to p” and 
P(A,,/An,...An,_,M) arbitrarily close to p, if at first nm, <--+</,1 are chosen 
large, then for 7,,...,m,-1 fixed, n, is chosen large. It follows that 
P(A,,..-An,_,/M) can be made arbitrarily close to p™? if m<-+-<nj1 are 
chosen large; the sequence A, is (r—1,p) mixing. 

To prove the second part of the theorem we need a lemma. 


Lema 4. If [92, A, P]=[82), Qo, Po], then for each p (O<p<1) and 


‘for each positive integer r, there exist events A,,..., Arsi Such that 
(22) i P(A,... Ant) pt, P(An,--« An) = pt 
(QP SBR Ayy a, yA 3 fast) eT), 


Lemma 4 may be proved by induction on r, the induction step con- 


8 This condition is not very restrictive. Compare Theorem C ([7], p. 173). 
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sisting in the formation of a product of measure spaces and application of 
the Transferring Principle ((6], p. 261). 


Let now 
(23) [2:, A:, Pi] =[20, Ao, Pol (feal, 20.5) 
Consider the infinite-dimensional product space 
(24) [Sens Coed s Pol=| X2:, Xi; xP, | 


isomorphic to [92 , 4, Po] ((7], p 157; [6], p. 261). Let A,,..., Ari be sets of 
Q, satisfying (22). We define A, € Ao by 


(25) Anna Dy KOK Sa K Ag Kast KR 
- (in == 1,2, 5.43, 0 81, 59 H-). 


It is easy to see that the sequence 
(26) Ait; eeey Aj rit; A211; eeey Ag +41 , As, tee 


is mixing (r, p), but not (r+1,p), (r+2, p),.... 

We note at the end that between mixing with density p, i.e. equi- 
distribution (r, p), and mixing (r,p), there is perhaps place for yet another 
notion. 


DEFINITION 5. A sequence of events A, is called semimixing of order 
r and with density p, or semimixing (r,p), if each subsequence of A, con- 
tains a further subsequence B, such that for each non-null event M 


(27) lim P(B,,...Bn,/M) =p’. 


The example of the sequence (26) shows that semimixing (s,“p) does 
not imply mixing (s, p) for s=2. We do not know if for s=2 semimixing 
(s,p) is implied by mixing with density p. 


(Received 24 February 1960) 
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UBER EIN REGULARES PROBLEM 
DER VARIATIONSRECHNUNG 


Von ° 
A. KOSA (Budapest) 
(Vorgelegt von A. Rény1) 


In [2] haben wir folgendes Problem untersucht: 

Es sei n eine beliebige positive ganze Zahl und G ein beliebiges Gebiet 
in der Ebene. Nehmen wir von der Grundfunktion f(x, y, y’,...,y”™) an, dab 
sie auf der Menge 

R= {(x, y)€ G, y® beliebig endlich fiir 7—1,..., n} 

alle partiellen Ableitungen bis zur 2-ten Ordnung inklusive besitzt. Wir 
nehmen zwei zu G gehdrende Punkte (x1, 1), (X2, 2), X14 %2, und geben 
2(n—1) beliebige Zahlen y(”, y? (i=1,...,n—1) an. Wir definieren jetzt 
die Funktionenklasse D™ folgendermaBen: y(x)@D im Intervall [x1, xo], 
wenn y(x) dort-stetig ist, und sich das Intervall [x:, x2] in eine endliche 
Anzahl von Teilintervallen zerlegen 1a8t derart, daB y(x) im Inneren jedes 
Teilintervalls n-mal stetig differenzierbar ist, und jede Ableitung (bis zur 
_n-ten Ordnung inklusive) in den Teilungspunkten endlichen rechts- und 
linksseitigen Grenzwert hat. Im folgenden werden wir irgendeinen Punkt 
Xo € (x1, X2) Eckenpunkt der Funktion y(x) € D™ nennen, wenn die Ungleichung 
yO (xo—0) # y(xo +0) wenigstens fiir ein i (i=1,..., 1) besteht. — 

Wir definieren nachher die zuldssige Funktionenklasse M_ folgender- 
maBen: y(x) €M, wenn 1. y(x)€D” im Intervall [x1, x5], 2. y°(a)=y"”, 
y (xo) = y$? fir i=0,1,...,n—1, 3. (x, y(®)) €G fir x1SxSx2. Fir alle 
Funktionen y(x) € M hat die Operation - 


(1) My = | £9, ¥@), «4 YOO) dx 


einen bestimmten endlichen Wert. 

In Bezug auf das obige Problem haben wir in [2] gezeigt, da, wenn 
die Operation (1) bei der Funktion y(x)€ M ein starkes relatives Minimum’ 
annimmt, sie dann im Intervall [x1:, x2] dem System von Differentialgleichungen 


(2) 7 LOAGWwY so YM=O0 fir i=2,...,0 


1 Die Definition des starken relativen Minimums s. in [2], S. 27—28. 
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und — die Eckenpunkte ausgenommen — der Gleichung 


(3) les poly — 
geniigen soll.” 

Die Gleichungen des Systems (2) sind gewohnliche Differentialgleichun- 
gen n-ter Ordnung, die Gleichung (3) geht aber nur dann in eine gewohn- 
liche Differentialgleichung (n+ 1)-ter Ordnung iiber, wenn die das Minimum 
liefernden Funktionen wenigstens (n+ 1)-mal differenzierbar sind. In Verbin- 
dung damit entsteht die Frage: ist es mdglich eine Klasse der Probleme so 
auszuwahlen, dai die zu dieser Klasse gehdrenden Operationen nur bei 
wenigstens (n-+1)-mal stetig differenzierbaren Funktionen ein Minimum 
annehmen kénnen? 

Es ist bekannt, daB im Falle n—1 die sogenannten regularen Opera- 

tionen die entsprechende Eigenschaft besitzen, d. h. eine regulare Operation 
kann nur bei 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen ein Minimum anneh- 
men.* Im Falle n=1 gelangt man zum Begriff der regularen Operation 
folgendermaBen: da die das Minimum liefernde Funktion immer der Legendre- 
schen Bedingung (fy,(x, y(x), y'(x))20 fiir x1 =x=x2) geniigen soll, wer- 
den diejenigen Operationen, welche die Legendresche Bedingung bei allen 
zuldssigen Funktionen so erfiillen, daB das Gleichheitszeichen iiberhaupt nicht 
vorkommt, d. h. bei welchen f,,(x, y, y’) >0O ist, regular genannt. 
_ Den Begriff der regularen Operation iibertragen wir auf beliebiges posi- 
tives ganzes n folgendermafen: in [2] wurde gezeigt, daB, wenn die Opera- 
tion (1) bei der Funktion y(x)€M ein starkes relatives Minimum annimmt, 
die Funktion y(x) fiir beliebige Zahlen o1,...,0, die Ungleichung 


(4) as Foy (x, y(x), y'(x), = 9.89 y(x)) 0; G= 0 


in jedem Punkte des Intervalls [x;:, x2] erfiillen soll. Offensichtlich reduziert 
sich (4) im Falle n—1 eben auf die Legendresche Bedingung. Der obigen 
Uberlegung entsprechend fiihren wir die folgende Definition ein: 


Wir nennen die Operation (1) regular, wenn die quadratische Form 


n 


= 
(6) =, yldynX J; y, SreveD y) 0; 0; 


auf der Menge R positiv definit ist. 


2S, [2], S. 28 und 36. 
3S. 2. B. [1], S. 161. 
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_ Nachher kann folgender Satz festgestellt werden: 


SATZ I. Wenn die Operation (1) regular ist und bei der Funktion 
y(x) € M ein starkes relatives Minimum annimmt, ist y(x) wenigstens (n-+-1)- 
mal stetig differenzierbar.‘ 


Die Beweisfiihrung wird in zwei Schritten durchgefiihrt. 

a) Wir zeigen zuerst, daB, wenn eine solche Funktion y(x)€M_ exi- 
stiert, welche in irgendeinem Punkte xo € (x1, x2) einen Eckenpunkt besitzt, 
und bei welcher die Operation (1) ein starkes relatives Minimum annimmt, 
die Operation (1) nicht regular sein kann. Mit anderen Worten bedeutet 
das, daf eine regulare Operation ein starkes relatives Minimum nur _ bei 
wenigstens n-mal stetig differenzierbaren Funktionen annehmen kann. 

Nehmen wir also an, daf& die Operation (1) bei der Funktion y(x) € M 
ein starkes relatives Minimum annimmt, und die Funktion y(x) im Punkte 
Xo einen Eckenpunkt besitzt. Dann sollen die sog. Eckenbedingungen 


(6) fy (xo, y(Xo), y'(xo—0), Jey (x.—0)) ne 


= fy (xo, (Xo), y' (Xo eo 0), 2085) y (Xo Te 0)) 
und 
f (Xo, y (Xo), y’ (xo— 0), Bree yi y™ (xo—0))— 


(7) —y'(xo—0) - fy (x0, ¥(X0), y” (0) eee y (Xo — 0)) = 
a f (xo, y (Xo), y (Xo a5 0), tery y™ (x0 + 0))— 
—y' (Xo +0) ‘fy (Xo, y(xo), y’ (xo +0), oe ey y™(xo+ 0)) 


bestehen.° 
Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein: 


a; = y(xo—0,) b= yO(X%+0), o=—b—a, fir i—1,...,n. 
Nach Voraussetzung ist ; 
(8) 2 0; 4-0. 
Betrachten wir jetzt die Funktion 
F(t) =f (xo, y(%0), 41 +101, ...,@n+t0n) — 


(9) =f OF 4) (Xo; y (Xo), ay +to;, woe, Qn = 105): 
| ea) : 


4 Der Satz ist ohne Beweis in [3] zu finden. 
5 §, [2], S. 28 und 46. 
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Unter Berticksichtigung der Bedingungen (2), (6) und (7) erhalt man 
nach einer einfachen Rechnung 


F(0) = F(1). 
Nach dem Rolleschen Satz existiert dann ein solches » (0<w<\1), 


fiir welches 
(10) F'(w) = 0. 


Wir fiihren die Differentiation durch: 


F’(o) = D> of 49(Xo, y(Xo), ai +@01,..., a, + @6,)— 
i=1 
(11) — p2 Gif x)(X0, YX), UFO, -..; a, + @0,)— 
—w & Fyoynl%, y(Xo), a+ @n,..., An + Oy) 0,0; = 
ij 


n 
= — Ow & Syoyiil%o, y (Xo), Qi +o, AAU +O, 0, 0; = 0. 
j= 


Da +0, erhalten wir unter Beriicksichtigung von (8), daB die behandelte 
Operation nicht regular ist. 

Damit haben wir den ersten Teil unserer Behauptung bewiesen. 

b) Es ist noch iibrig nachzuweisen, daf, wenn die Operation (1) regu- 
lar ist, und sie bei einer n-mal stetig differenzierbaren Funktion y(x)¢M 
ein starkes relatives Minimum annimmt, y+)(x) im ganzen Intervall [x1, xe] 
existiert und dort stetig ist. Im Falle n= 1 ist dieser Teil unserer Behauptung 
als Hilbertscher Satz bekannt.° Wir fiihren jetzt den Nachweis fiir n=2 durch. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die implizite Funktion 


(12) G(X, U) =fon(% VOX) YX) «YO ), U) =O. 
Nach (2) ist die Funktion 
(13) u = y(x) 


eine Lésung der Gleichung (12) im Intervall [x:, x.]. Da die Operation 
regular ist, gilt die Ungleichung 


pu(x, y(x)) = F poryio (X, y(x), y '(x), « a3 y (x)) >0 
im ganzen Intervall [x1, x2 . 


6S. z.B. [1], S. 144. 
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. Daraus folgt auf Grund des wohlbekannten Satzes iiber die impliziten 
Funktionen unter Beriicksichtigung der Voraussetzung fiir die Grundfunktion, 
-daB die Lésungsfunktion (13) im ganzen Intervall [x:, x] stetig differen- 
zierbar ist. 

Damit haben wir unsere Behauptung vdllig bewiesen. 
Nachher ist-es leicht, den folgenden Satz zu beweisen: 


SATZ II. Nehmen wir an, daB die Operation (1) reguldr ist und bei der 
Funktion y(x)€M ein starkes relatives Minimum annimmt; ferner sei die 
Grundfunktion f(x, y, y’,...,y™) auf der Menge R (2+-k)-mal stetig diffe- 
renzierbar. In diesem Falle ist y(x) im Intervall [x:, x2] wenigstens (n+ k+1)- 
mal stetig differenzierbar. 


Wir betrachten zuerst den Fall n=2. Die Funktion y(x) soll nach (2) 
der Gleichung 


(14) Fyn (Xs VX), (y+ YOO) =O fiir mSxSre 


gentigen. Friiher haben wir gezeigt, dai y(x) wenigstens (n+ 1)-mal stetig 
differenzierbar ist. Durch Differentiation bekommen wir aus (14) folgendes 


F rare (Xs V(X) (Ds - os YCX)) + 


15 * 
( ) =e Xy Fymyo% y(x), y (x), = eys.9 y™(x)) yO) (x) =0. 


Da die Operation regular ist, kénnen wir (15) in folgender Form 
schreiben: 
youd) = 


F pra (% y(x), y’ (x), eoey y™ (x)) + Sa (x yo), y' (x), aisieiy y (x))- D(x) 
Fry (% y(x), ¥ (x), oy YX (x) 


Daraus folgt unsere Behauptung unmittelbar. 

Fiir n= 1 kann man den Beweis 4hnlicherweise durchfiihren, man soll 
nur statt der Gleichung (14) die aus (3) entstehende Euler—Lagrangesche 
Differentialgleichung nehmen. 


(Eingegangen am 16. Marz 1960.) 
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UBER EIN PROBLEM VON G. ALEXITS 


Von 
K. TANDORI (Szeged) 
(Vorgelegt von G. Atexits) 


§ 1. Einleitung 


G. ALExITS hat den folgenden Satz bewiesen:! 
Es sei {qx} eine positive, monoton nichtwachsende Zahlenfolge. Bestehen 
© "I ~ 


k=l 
und 
(2) ' Cy = O(4x); 
dann ist die Orthogonalreihe 
(3) 2 ce Gx(X) 


fast iiberall (C, 1)-summierbar. 


Das folgende Problem kann gestellt werden: Folgt aus (1) und (2), 
daB die Orthogonalreihe (3) fast iiberall sehr stark summierbar ist, d. h. eine 
Funktion f(x) € L? gibt derart, daB fiir jede Indexfolge 11 <---< <->: 


2 [f)—s,,@)P = 0(N) 


fast tiberall besteht, wo s,,(x) die m-te Partialsumme der Orthogonalreihe (3) 


bezeichnet? 
G ALExiTs vermutete, da die Antwort auf dieses Problem negativ ist. 
Wir werden diese Vermutung beweisen. Es gilt namlich der folgende Satz: 


Es gibt ein im Grundintervall [a, 6) orthonormiertes Funktionensystem 
{@,(x)}, eine positive, monoton nichtwachsende Koeffizientenfolge {ax} mit 
ices : . 
(4) . po Vk 
und eine Indexfolge ¥1<-+++<¥n<+++ derart, daB die Folge 


| 6) - Sy,(x) + = + Sy, (x) 


1.G, Atexits, Ein Summationssatz fiir Orthogonalreihen, Acta Math, Acad. Sci. Hung., 
7 (1956), S. 5—9. 


15 Acta ‘Mathematica’ X!/3—4 
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m [a, 6] fast iiberall divergiert, wo Sm(x) die m-te Partialsumme der Ortho- 
gonalreihe 


2, a Pix) 
k= 
bezeichnet. 


Dieses Resultat ist eine Verscharfung eines von mir bewiesenen vor- 
herigen Satzes.” 


§ 2. Beweis des Satzes 


Zum Beweis bendtigen wir den folgenden Hilfssatz: 


HILFSSATZ. Es seien p(24),a@1,...,@> gegebene natiirliche Zahlen, 
t=0,4=a1+---+a; fir i=1,...,p und @—=a; fir ti<lsSt, (i=1,..., p). 
Dann kann ein orthonormiertes Funktionensystem von Treppenfunktionen® 
hy (x) = hi(p; {a}; x) (l=1,...,&) im Grundintervall [a, 6] angegeben werden, 
so daB die folgende Bedingung erfiillt wird: 

Es gibt eine einfache Menges E—E({a})(S[0,1]) vom Mafe 


mes (E) = +. mit der Eigenschaft, daf fiir jedes x € E eine von x abhdngige 


natiirliche Zahl m(x)(< p) gibt derart, daB die Funktionenwerte hy(x), ..., Rtn.) (X) 
nichtnegativ sind ne 


hy(x Nims (X)= AVp 1 
iE 1( +s: +e tm(z) (X) Vp og p 


gilt, wo A eine von x und p unabhdngige, positive Konstante bedeutet. 


Dieser Hilfssatz ist bekannt.° 

Durch voflstandige Induktion werden wir drei Indexfolgen {pn} 
(Po=0, 45 pi<-++<pa<--+); {Ma} (MnZzl,na—=—1,2,...); OS)"<-:: 
*++<¥_,<+++ definieren, mit folgender Eigenschaften: 


— 1 
(6) Digan 
(7) orrt...te,-1 -S' M, (n ack. ‘ie vi ee ); 


2 K. Tanport, Uber die orthogonalen Funktionen. IV (Starke .Summation), Acta Sci. 
Math. Szeged, 19 (1958), S. 18—25, Satz IL. 

8 D. h. fiir jede Funktion Ay(x) kann das Intervall [0,1] in endlich viele Teilintervalle 
zerlegt werden derart, daB A;,(x) in-jedem Teilintervall konstant ist. 

4D. h. E ist die Vereinigung endlich vieler Intervalle. 

5 K, Tanport, Uber die orthogonalen Funktionen. II (Summation), Acta Sci. Math. 
Szeged, 18 (1957), S. 149—168, Hilfssatz III. 
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cor, 1=isp, ist 
(8) Vs pot.tp, +i = Mopot +++ MnsPri+iM, (n=1,2,...). 


Sei in der Tat pp=4, Mi—=2? und »=0, Vy ,=IMi—j fir 
1Sispi, j=0,...,2°1—1, ferner N(=1) eine natiirliche Zahl. Wir nehmen 


an, die PS depen Tieden My und %,..., Vnyt..tpy Seien schon definiert, 
so daf (7) und (8) fiir n—1,..., N erfiillt sind und fiir n=1,...,N 
(9) log p, = 2" 


besteht. Wir setzen dann pyi—2”*’ und Y pot..tDyti_, = Mopot+ ++ 


-++-+ Mypyt+iMyyu—/ fir 1Sispwu, j=0,...,2*1=1. (Nach der Definition 
von My4: ist dies médglich.) Dann ist auch (8) fiir n=N-+1 erfiillt. Auf 
diese Weise erhalten wir die geforderten Indexfolgen, fiir welche also (7), 
(8) und (9) bei jedem n bestehen. Aus (9) folgt dann, daB auch (6) erfiillt ist. 

Durch vollstandige Induktion werden wir eine positive, monoton nicht- 
wachsende Koeffizientenfolge {a,}, ein in [a, 6] orthonormiertes System von 
Treppenfunktionen {@®,(x)} und eine Folge von einfachen Mengen {F,} 
(F,, &[a, 6]). mit folgenden Eigenschaften definieren: 

Die Mengen F,, sind stochastisch unabhangig® und fiir jedes n(=1) gilt 


(10) mes (F,) = = : 


es gilt ferner (4), und fiir x€F, gibt es einen von x abhdngigen Index 
H(x)(< pn), so daB 


(1 1 ) | Sy pgtetPy 4 +u(2) (x) aa Sy pt. +P, y (x) | = 


Es sei namlich 


A 
Eos 


ren, mee nity ape «2 
Mi pi log ps ee a VM. Pn log Dn 

ftir pyMi +++ + pn-1Mn-1<k SpiMi+ +++ + prMn (n= 2, 3,...). Offensichtlich 

ist die Koeffizientenfolge {a.} positiv, monoton nichtwachsend, und auf Grund 

von (6) ist die Beziehung (4) erfillt. 

: Fir p=pi, af? =---=aS?—=M, wenden wir unseren Hilfssatz an. 

Es sei 


: D,, (x) = 


1 Ay({a, b]; p13 {a}3x) (k= 1... Map) 
Job—a i 


6 Betreffs dieser Definition siehe z. B. K. Tanport, Uber die orthogonalen Funk- 
tionen, Acta Sci. Math. Szeged, 18 (1957), S. 57—130. : 


15* 
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und : 
= E((a, 6]; {a}).’ 
Offensichtlich sind diese Funktionen Treppenfunktionen, sie bilden im [a, 8] 
ein orthonormiertes Funktionensystem, F; ist eine einfache Menge, fiir n= 1 
besteht (10) und auf Grund von (8) folgt, daB fiir n—1 auch (11) besteht. 
Es sei N(=1) eine natiirliche Zahl. Wir nehmen an, daB die Funktionen 
D(x) (1S=kS Mopo+-::+Mypy) und die Mengen F;,..., Fy schon definiert 
sind derart, daB diese Funktionen Treppenfunktionen sind, im [a, 6] ein ortho- 
normiertes System bilden, die Mengen Fi,...,Fy einfach und _ stochastisch 
unabhangig sind, und fiir n—1,...,N die Beziehungen (10) und (11) 
erfiillt sind. 

Daun kann das Intervall [a, 6] in endlich viele Teilintervalle /, (1 SrsSe)- 
zerlegt werden, so dafi jede Funktion ®.(x) (l=k=Mopo+:--+Mwypy) in 
jedem /, konstant ist und jede Menge F, (1Sn=N) die Vereinigung einiger 
I, ist. Die zwei Halften von /, werden. mit /; bzw. /;’ bezeichnet. Wir wen- 


(N+1 N+1 = 
den den Hilfssatz mit p—=pwi1, ai =-- += Ope, == Moss an. Es seien 


Da, pg4...+M yp ytt(X) = = 2 (h(i; Pnu; {a+}; x)— 


—hi(l?; pws; {a+}; x)) (1=1,..., My pys) 
und 


Fy U (Els {a*}) u (U5 {a*})). 
rl 


Offensichtlich sind die Funktionen @,(x) mit Mopo+-:++Mypy< 
<kSMopot+:::+Myyupyu Treppenfunktionen, und Fy; ist eine einfache 
Menge. Durch einfache Rechnung kann man einsehen, daB die Funktionen 
M(x) mit 1SkSMopo+::++Myipwsi in [a, 6] ein orthonormiertes System 
bilden und die Mengen Fi,..., Fy: stochastisch unabhangig sind. Es folgt 
leicht, daB fiir n—N-+1 auch die Beziehungen (10) und (11) bestehen. 

Wir haben somit durch vollstandige Induktion ein Funktionensystem 
{®,(x)} und eine Mengenfolge {F,} mit den erwahnten Eigenschaften erhalten. 

Aus der stochastischen Unabhangigkeit der Mengen F, und aus (10)! 
ergibt sich durch Anwendung des zweiten Borel—Cantellischen Lemmas:: 


7 Fiir ein endliches Intervall /=[u, v] sei 
(==) fiir u<x 
; —-- v, 
Sex) Y vu—-u = 


0 sonst, 
und H(/) bezeichne die Bildmenge von H bei der Transformation y= (v—u)x + u. 
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mes (lim F,) = b—a. Ist x € lim F,, so ist (11) fiir unendlich viele n erfiillt; 


d. h. die Folge {Sy,,(x)} divergiert fast tiberall. 
Da aus (4) 
>) ae < 00 


co 
_ 


- folgt, so ergibt sich auf Grund eines meiner vorherigen Resultate,° dai die 
Folge (5) fast iiberall divergiert. 
Damit haben wir unseren Satz vollstandig bewiesen. 


(Eingegangen am 27, April 1960.) 


8 S. a. a. O. 2, Hilfssatz. 
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_ACTA MATHEMATICA 
ACADEMIAE SCIENTIARUM HUNGARICAE 


Tom XI—Buin. 1—2 


PE3IOME 


O JIMHEMHbIX OTOBPAXKEHHAX WHTEPPAJIbHOrO TUNA 
MIPOCTPAHCTBA HEIIPEPbIBHbIX BEKTOPHbIX ®YHKUMA 


UW. 3unrep (Byxapecr) 


Nyctb Q — KoMnaKTHoe mpocrpancrso, E uv F — 6anaxospie mpoctpaxctsa, C(Q, F) — 
MPOCTPpaHCTBO BCeX HeNpepbIBHbIX OTOOPaxeHHi Q BF, u E’—conpsxKennoe k E npo- 
CTpauctso. /lokaspipaetca cnepyrousaa 


Teopema 1. Kaxkgoe uxterpanbxHoe [2] anneiHoe oTro6paxenue uw npoctpanctBa 
C(Q, F) B mpocrpanctso E’ spaaetca MaxKOpHpoBaHHbi [1] u 
ell = ll4lline> 


rye yepes # OOo03Ha4yaeTCA HaMMeHbUIaA M@KOpaHTa u, a yepes ||u||,,4 HMHTerpanbHas 
Hopma u. [lnaA Toro, YTOGbI OOpaTHOe GObI0 BEPHbIM, T.e. AA TOO, 4YTOObI KAKTOe MaKOpH- 
pOBaHHoe AuHeHHOe OTOOpaxKenne C(Q,F) B E’ 6pin0 uHTerpanbHbiM, HeEOOXOAMMO Hi [C- 
CTaTOYHO, 4YTOObI KAHOHMYECKOe MMHeHOe OTOOpaxKeHHe J npocTpanctsa F ®E sn FE 
6b110 n30MOppusmM0M F ® E na F® E. B atom cnyyae uMeeM 


lM ine SUIT el 


B yactuoctu, ecan F=R, nonyyaetca BHOBb Teopema | cratbu [6]. 


O KOHEYHbIX POPMYJIAX CYMMUPOBAHHA APH@®METHYECKOPO XAPARTEPA. II 
JI. Kapauu (flypxam, CLIUA) 


Ipumpixaa K pa6otam [2] u [3], astop B Haxogauyelica B neyatu Cratbe [1] AOKasan, 
4YTO AA M1060 CuCTeMbI NepHoAM4ecKHX C nepnopom 1 dynKuni f,(x),..., f(x), yaoBne- 
TBOPAIOWIMX yHKUMOHAMbHOMy ypaBHeHu1oO TuNa (1.1), TO*xKAeCTBEHHO BbINOAHAeTCH (1. 2), 
rge a),...,4, MOMapHO OTHOCHTeAbHO MpocTbie HaTypanbuble uncna, A—a,d,...a, HM. 
cw 3aBHCAWaA amub OT kK uw a, mocrosnHas. B cnyyae k—> oo (1.2) nepexoguT B 
COOTBETCTBYIOMNCE HHTETPAMbHOE COOTHOUIEHHE ; CaMBIH BaKHBIA 4YaCTHBIA Cnyyad#: n=2 uw 
fi(x) =B, (x), A(x) =B, (x). (Bnecb B(x) cyth tbynxunn Bepxyszan, onpepesienupie dop- 
MylaMu 


— => 5,0 (\t]< 27); B,C)=B,(x) OXx<1), B,e+1)= Bo. 


Hacrosujaa pa6ota usyyaeT CiyyaH MHOrOo¥NeHOB Diinepa wu OOOOWEHHBIX tpyHKunii 
Quni 


Diinepa ©, (x,t) G=e ” » (#4, »)=1) (cm. (1.3)—(1.5)). 


QA | 
AIG 


vii) 


JlokaapiparoTcn CrepyroulMe TeOpeMbl : 

Teopema I. [ycrs §; ect mpumuTuBHblit v-bli KOPeHb H3 efuHubl, a f;(Xx, ) 
(j =1,2,..., 2) cuctema (yHKuMH, fA SNeEMCHTOB KOTOPbIX BbINMOAHAIOTCA COOTHOMICHHA 
(1.8), (1.9) mpu nocTosHHBIx KOadpuuneHTax cy u kK=I1 (mod >»), »—[*,..., »]} 
([v1,--+.%,] O6o3HayaeT HanmeHbuee OOulee KpatHoe.) [lycrb fanee a,,..., 4, TaKMe 
NONAaPHO OTHOCHTEABHO MpOCTbIe NOAOKUTeNbHBIE UeMbIe, AIA KOTOPbIX a;=1 (mod ») 
(j=1,2,..., 2), w A=aya,;..a,. Torga Bpimonusetca (1.12), rae C= cw) agi Ce) 


Teopema II. [yctp o Te ».Ke, 4UTO H BbIIe, nj Takou A,» ;-blil pM MUTHRHBIM 
KOpeHb M3 eAMHHUBI, AIA KOTOpOrO ¢ =i. Ilpegqnonoxum, 4TO dbyHkKunH F,(%, ) 
(j= 1,2,..., n) ynosnetBopsrT (1.8) u (1.9) u 


Aj-l 
S whet 2. 5) =k” g@x7) G=1,2, 00,09 
r=) 
C MOCTOAHHBIMH KOSpipuuHeHTAMH K®) IlycrTb fanee a;, dy, ..., An MONAPHO OTHOCHTEMbHO 
npoctpie uucia, yAoBAeTBOpAIOMMe ycnoBHAM a;|4;, a;=1 (mod 4) (j= 1,2,..., n), rae 
A=[A,,...,4,])%=[%1,---, %,)- Torga npu o6osHauenuax A = a,a,...a,, K= K™ .., KGw 
u k=I (mod Av) umeet mecto (5. 4). 


HEOBXOAMMbBIE YCIOBAA, OTHOCALIMECH K HEMIAAKUM PELUEHHAM 
BAPHAUMOHHON TIPOBJIEMbI n-OFO NOPAAKA- 


A. Kowa (Byganeuit) 


B wactoaued pa6ore u3yyaroTca OTHOCAUMeECA K ONepaunu 


ar 


Ny = | Fy Y's +2 YO) dx 


a 
HeEOOXOAMMbIe YCNOBAA B TOM Cny4ae, KOra O AONYCTHMBIX *yHKUMAX NpeANonaraetca, 4TO 
OHH CaMH HeMpepbIBHbl, HO MX MpOAsBOAHbIE — BNAOTh AO N-O — AHLIb KYCO4HO- 
HempepbIBHBI. 

Hlyctb y(x) (4; SX SX) mo6aa AOonycruman cbyakuna, Toukn, re onna u3 npo- 
MBBOMHBIX y'(x),..., YOO(x) TepnuT paspHIB, HA8OBEM YTMOBbIMH TOYKAMH HM BRELEM (pyHKUMW 
EX, YY. WY; p’, «+, pm) = 
SKY, Dy oe PM) HSK, 0.0 YO) = (P'—Y) fy ny, .--, We). 

Ana OTHOCHTeNbHOO Cna6Oro MHHMMYMa NOAYYeHbI CHepyoulMe HEOOXOAHMBIE yCIOBHA : 
l. f= 0, ecm xX, xXx, (i= 2,..., 2); 

d 
Le Pe a =0, ecau xX1<X< Xj, 3a HCKMW4EHMEM yraOBbIX TOUeK ; 


III. SO yf) = 9, ecan X, SXSX, ((—1,..., A); 
lV. fy|e-0=Sy'le+0 ecmn XH X<K Xo 5 
V. cymectayet TaKoe « >0, uTO 


E(x, y(x), y' (x), «--, YO(X); p’,..., pr) = 0 


We 


B (X,,X_) 34 MCKMOYCHHEM yrnOBbIX TOYeK, ecaM 
|p —yO(x)| <e (i=1,..., 7). 

B cayHae OTHOCHTenbHOrO CHbHOrO MHHMMYyMa K NpepbILyuMM npHOaBnsoTcA ewe 
cnepyrouwe yCnoBus : 

VI. E(x, y(x), y'(x), --., YM(X); p'..., P/O ZO, ecm xSx=,; p’,..., pm 
wOObIe ; 

Vil. £-¥ fy lo-0=F—J'Fy\ero> CCIM X) <— XX. 

Iipw Beipoge ycnosut V u VI 6pino ucnonbsoBaHo ypasHeuue II, a npu BEIBOZe NOcnen- 
Hero Cucrema ypaBHeHrii I. 

Ecau yonyctumasa cbyakuma y(x) ynosnerBopset ycnosuio V (umm Gonee cuabHOomy 
ycnosuto VI), TO Ona yfoBneTBopser uw, ycnoBuam I w III (¢= 2). Met nonyunan, Takum 
o6pa3zom, Cnefyouymit cyulecTBeHHBI pesynbTaT: B Cnyyae n= 1 xXOpoWwO uaBeCTHOe .ypaB- 
HeHwe Oinepa—Jlarpanxa (1), ycnosue Jlexanppa (Ill, i= 1), HeoOxopumoe ycnosne 
Betiepmitpacca (VI) n ycnopua Betepuitpacca—J3ppmanua (Il, Vil) annarotca HeEOOxO~MMBIMU 


YCHOBMAMM HE TONBKO IA Cnyyad n=—1, HO HM AAA paspbIBHbIX MpOOmeM BbIMIeCKasaH- 
HOrO THA. 


SAMEYAHHA OB HHTEPIIOJIMPOBAHHU 
O. Kuw (Byganewt) 


ABTop faeT ABHBIM Buf, MHOrOWeHOB R,(z) He Bele 72—1-OH CTeneHH, yqoBle- 
TBOPAIOWIMX B y3iax 


2 
z,—= exp ik (SSNS Sete) 


yCOBHAM 
R™ (2,) = 4), m Q=7,7T =2, 1Sksn, m=0,1,..., r—2, r). 


B cnyyae r= 2 nw r=3 uccnepyeTca CXOMMMOCTb 3THX MHOTOYNEHOB K ONpPepeneHHOn 
npu |z| <1 dynKunn f(z), ecan 
a, 9 =f (%) (k= 1,2,..., 2). 


OB A®®YHHOM CBA3H CTEMEHHbIX NMPOCTPAHCTB KACAFOLLUMXCA 
MPOCTPAHCTB 


JI. Tamawuwnu (Jle6peuen) 


B HeKoTOpoH TOUKe MpOcTpaHcTBa TeHSOpbI OAMHAKOBOTO MOpsAAKa OOpasywT Nnpo- 
CTpaHCcTBO nponsBefenHi KaCalollerocA npocTpaHcTsa. AgppunHoe comoctapeHue Kaca- 
JOUIMXCA MPOCTPaHcTB COCeMHUX FOYeK, OGAafaMuyee OOBIYHDIM CBOKCTBOM (OObI4HAA adypun- 
Had CBA8b BeKTOPOB), yKe MHAyUMpyeT adhdpwHHyto CBAsb mpoctpar'cTs nponspepennit. Ho 
HeENOCpeCTHEHHOe COMOCTABIeHHE NPOCTPaHCTB NPOUSBEeHHH /aeT 6onee oOulyt0 acbcpuHHyt0 
CBASb MeXKLY ITHMM MPOCTPaHCTBaMH. Pa6oTa 3aHuMaeTCA M8yY4eHHEM STO CBABH. 


Takada CBaASb ONpesemaeTCA HeEKOTOPbIM AMdepeHManbHEIM ONepaTopom. B §1 
onpepeasetca Han6onee OOuMK AMdiepeHuMaAbHbIK ONeEpaTOP, YAOBACTBOPAIOMUMA yCIOBAAM 
(1. 1)—(1.6), u, Takum o6pa3zom, addbunnaa caasb. B §2 mayyaeTcaA, KOrfa 3Ta CBASb 
cpogutca K OObl4HOH. B §3 gaeTca ycnoBue aKBMBaNeHTHOCTH Takux mpoctpaHcTB. B §4 
HaXOAATCA BeMYHHbI KPHBM3HbI M KpyyeHuA WM MBy4aeTCA MX TeOMeTPHYeCKOe 3Ha4eHHe. 
Haxoueu, B §5 paccmatTpupaeTca reOMeTpnyeckad CyLHOCTh Cnydad pepAyKUMH. 


O/IMH MPAHUMN ABOACTBEHHOCTU B MATEMATHYECKOHM 
CTATUCTUKE 


K. Ulapxagu (Byganewr) 


Pa6ota o606ujaeT MPHHUNN ABOHCTBEHHOCTH, PacCMOTPeHHbIM B pabotax LI] Tei H- 
xayca uw Onephenga ([18], [9], [10]). Stor npuwuun B cyu[HOCTH oKBHBaNeHTeH 
ypapHenmio (1); 3yecb pacnpefenenne ~, OuHOMMaNbHOe C MapameTpamu 7,f u ¢ TaKKe 
cny4anHad BemM4MHa, aNpHopHOe pacnpefenenHe KOTOPOH PaBHOMEPHO Ha OTpesxKe (0, 1). 
O6o6ujenne, NaHHOe AA runepreomMeTpuyeckoro, NOAMTMNepreOmeTpHYeCKOrO, NONMHOMHAAb- 
Horo pacnpefeneHua u pacnpepenenna Tlyaccona, AOKasbIBaeTCH C NOMOLIbIO MOsenei. 
B paspene 6 asrop npepnaraer ynyuulenne meTofa Ka4ecTBeHHOrO KOHTponA Onephenna, 
OCHOBaHHO!'0 Ha MPHHWMNe ABOACTBEHHOCTH: MeTOQa aNnpHOpHOrO pacnpepeneuus Tuna 6 [9]. 


3AMEYAHHE K OJHOU TEOPEME YMHKBUHH 
A. Whapma (Jlyxxoy, Angus) 


C. YWuuxsunn [1], [2], [3] « N. Mourtren [4], [5] pacnpocrpanunu teopemy o 
CPeAHEM, OTHOCALLYIOCA K BELECTBEHHBIM (PYHKLMAM, Ha PYHKUKH KOMMTCKCHOH nepeMeHHOH. 
Astop, ucnombaya Meron UMHKBHHH, MOKasbIBaeT CneAyWUly Teopemy: 

Ecnu cbynxunsa. f(z) perynapua B Kpyre |z—a|=r u f(a) #0, TO cymectsyeT 
OKPyXHOCTh |Z — «|= <r, AAA KOTOPOK BEINOMHAeTCA PaBeHCTBO 


| 1 0 1 eae’ 0 
By 1 —| % % 1 ie (3) 
(% +2 +z?) 3! 
fed fea r(25*)| | a a 3(2E%) 
2 
%m+z 
ecau |2%—a|=—|2;—a|—=mH< mH KH a= oo, Snecb — HeKOTOpad TO¥KAa, NeKaUlar 


BHYTPH OKPyKHOCTH |Z — a| =p. 


O WEHTPAJIbHOM MPEAEJIbHOM TEOPEME JIA CYMM CJLYYAMHOrO 
YMCJIA CJIATAEMbIX 


A. Peubu (Byganewrt) 


B pa6ote poKkaspipaetca cnepyroulan 


Teopema. Ilycth &, (n=1,2,...) HesapucuMble uw OMHHaKOBO pacnpenenenupie 
Cny4aWHble BENMYMHBI, C MAaTeMaTHYeCKHM OKHAaHHeEM O Hn aucnepcnen 1. Iyct, 


Pie, Bit betes +&, 
in Vn 


Iyctb », (n=1,2,...) mocaenosatenbHocth Cayyaiinbix BeAMYMH, NpWHHMAIOUIMX AMIb 


‘ Vv 
LeIbI€ NOJOKUTENbHbIE BHAYCHHH, WH MpPeANONO*KHM, 4TO = CTpemMuTcA npw n-—*oo nO 


BepoaTHOCTH K A, rme A—nonowKMTeNbHaA CayyaiiHad BeNHYHHA C AMCKPeTHbIM pacnpepe- 
JIeHHeM. 


Torga umeet mecTo 
x 


1 oe 
lim P(7,,,< x) =—— Je 2 du. 
n> V2 
-o 


floxazateabcTBo Onmpaetca Kpome mMeTona Jla6mHHa Ha OpHy TeOpemy aBTOpa 


(cm. [5]). 


HEPABEHCTBA, OTHOCALIKVECH K NEPHMETPY, NJIOWAAW UW MOMEHTY 
MHEPUMUM BbINYRJIbIX KPHBbIxX 


X. Caxkc (Xanne) 


Ilycrb © ecTb 3aMKHYTaA KPMBaA B N-MEPEOM ECBKIMAOBOM Npoctparctse R,, L—ee 
nana ; f={r ds — MOM€HT HHEPUAM KPHBOM OTHOCHTeNbHO ee Ta>KeCTH; Q— KBampa- 
é 


THYHOE CpenHee paccTosHHt Mexpy TOUKaMH P, P’, T.e. 
: 1 


1 25 
ahs [fipPrasas'| 
R. 

ce 


Jlanee, ecnu © nnockaa Kpueas, 10 O6OsHa4MM ee NNOUaDb 4epes F, ecan © BbinyKaas, TO 
NyCTb J={ P.d9— xpnensnoi MOMEHT HMHEPLUMH OTHOCHTEbHO KPHBASKOM TOUKH TAKECTH 
’ 


é : 
Llteiirepa. Mycts, nanee, 8 o€oaHayaeT OKPyKECCTb, D — PaBKOCIOPOHHHH TPeyrcnbHHK, 


a 2 — KpmByto, COCTOALLyIO MB ABYX TOYeK HEKOTOPOFO OTpeska M eTrO KOHLOB (,,nrna“, 
-A=E @BEHCTBO MMCCT MECTO TONbKO B Cnyyae 
»Nadel“). A = B osnayaet cnenyrouee: A= B wu pase y 


Ore 


OKPy>KHOCTH. fe F 
Mexay L,/ u Q BeimonHAeTCcA cnepyicuee (ecTpeyatomeeca yxe y Iirewuepa) 


COOTHOWECHHE : 
(10) LQ =21. 


VI 


Vimewr MecTo cnefyrouyHe HepaBeHCcTsa : 
a) qa m1060n © 


(2) b—4nv2J[=0 ({6], crp. 125, reopema 3); 
R 
b) aaa naockux KpuBbix © 
(4) L3—8xLF+472/=0 (Hactosuaa padora, cp. (3)), 
x 
(10a) LI—4F2=0 ({5], crp. 49); 
R 
C) AIA BhINyKIbIX KpHBbIx © 
(12) F20 (oueBHaHO), 
N 
(13) 54/—-L3=>0 ({7], crp. 127, reopema 1), 
D 
(14) 8 2LI—Li— (42 FP =O (yactosujaa padota, § 2), 
i 
(1 8) 2xF+nJ—L?=0 (Hacrosmiaa pafota, § 2) 


(20) mL? —8]/=0 ({8], crp. 347, Teopema 5). 
R 


M3 aTux HepaBeHCTB AerKO NOMYYHTb AANbHeEMWIHe H3ONeEpHMeTPHYeCKHe HepaBeHCTBAa, 
a HMeCHHO 

a) ANA m06bIX KpHBbIx ©: (2’), (24) ; 

b) AA TMOCKUX KPHBBIX ©: (5), (6), (6), (9), (9), (15); 

C) WIA BbiInyKAbIX KpuBbIx ©: (13’), (14’), (14a—e), (16), (16’), (17), (18’), (19), (21), 
(21’), (22), (23), (25), (26). [jaa Beinykabix KpuBEIx © u3 (2) u (14) nonyuarorcs ewe (4) 
u (10a). 

B nacroauei paOote kak HOBbIe pesymbTaTbI AOKaszbiBaroTcA (14) nu (18), HCnOAB3ysx 
HepapexcTBo LBapya KaK OCHOBHOe BCNOMOFaTeMbHOe CpesCcTBO. Aas 3Be3006pa3sHbix 
MIOCKMX KpuBbIxX (14) He BCerfa MMeeT MECTO. 

Moxo 3afaTb Takue uncna L >0, F u J, KoToppie yfoBneTBopsaroT HeEpaBeHCTBAM 
(2), (12), (13), (14) (a, caenoparenbuo, u (4) u (10a)) co 3Haxom > 0, HO, HECMOTpS Ha 9TO, 
HeT TakKOH BbINyKIOM KpHBOW, ANMHa KOTOpoH L, nnoulanb F wu HanmeHbuwinMii MOMCHT 
nHepunn J. 

Vs (4) nonyyaerca cnepyroujad, 3aCayxKHBalollad BHAMaHHA 


Teopema. /lna kaxgou BbInyKNOM KONurypaunH, OrpaHH4yeHHO KpuBO © ANMHBI 
27t w comepxamei uextp O BHyTpu ce6s, BLINOAHAeTCA COOTHOWeHHE 


(1) Jrds= 


(7, MOAApHbIe KOOpAMHaTHI). PaBeHCTBO HM€e€T MECTO JMUIb B TOM Cnyyae, ecnn © ecTb 
OKPYKHOCTh paguyca 1 C WeHTPOM B WeHTPe CucTemBI KOOpAMHaT. (Cm. cur. 1.) 


Vil 


3AME4AHHA K TEOPMM ABEJIEBbIX FPYNN. II 
JI. ®yxke (Bygzaneur) 


B nepsou uactu pa6otsi asTtop o6o6uaet BpefenHyto Ky 1H KOBbIM 6a3HCHytO 
noarpynny Ha m06pIe aGenesbi rpynnbi. [na HeEKOTOpOrO npocToro 4nMcana p NO, p-6asKcHoK 
noarpynno# n060H adenesod rpynnet G nonumaetca Takad noprpynna B, Koropaa 1. aBaa- 
€TCA NPAMOM CYMMOM LMKIMYeCKHX rpynn nopap~Ka CreneHH p MW GeCKOHeYHBIX, 2. p-cepBaHTHa 
B TOM CMbICHe, uTO p’YB=Bf\prG (r=1,2,...), 3. daxroprpynna G/B p-noana, T. e. 
p(G/B) = G/B. 


Teopema. Ipynna G cogeput ana Bcex p p-Oasucuyo nogrpynny wv OTHOCAUIH- 
€CA K OMHOMY H TOMY Ke Pp p-OasuCHbIe NOArpynnbl Bce H30MOpdpHbl. 

Teopema umeeT pag npynoKenni. 

Bo sropoii uacru paGore! usyyaroTca rpynnsi, Bce (a6enesnl) nononHeHHA KOTOPbIX 
rpynnamu 6e3 Kpyyenus pacuenasiembl. OTH rpynnbl ABasAOTCA O6O6meHHAMH anreOpan- 
4eCKH KOMMAKTHBIX rpynn WM MX BaXKHOCTh OYe€BHAHA MW M3 TOO qbakTa, 4TO rpynna nonoz- 
Henui, Ext(L, K) scerga o6nagaer 9THM CBOUCTBOM. 


OBOBLIJEHHAH ACCOUMATHBHOCTb WH BACHMMETPHAS . 
B KBA3HrPYNNAX 


A. Auean (fledpeucn), B. 7. Be noycos (Benbupi, CCCP) 
u M. Xoccy (MuauiKony) 


Astoppl art o6ulee pewenne PyHKUMOHATbHbIX ypaBHeHHH (1) wu (2) B 2106bIX KBasH- 
rpynnax. Ouw fOKasbiBatoT, YTO CCAM HEKOTOPOe MHOMKECTBO NOM YeTSIPbMA HAM LWIECTbIO 
felicrBuamMuM OOpasayeT KBasurpynny uM AMA mHOObIX TPeX HIM YETHIPEX BEMECHTOB BbINOAHSA- 
etca (1) umm (2) COOTBETCTBEHHO, TO BCe YeTHIPEe KRASHIPYNMNbI M3OTONHbI HEKOTOPOM rpynne, 
a Bce wects —rpynne A6ens, npuyem OOujee pewenue umeeT Bus (3) u (16) CooTBeTCTBeHHO. 
ABTOpbI pacCMaTPuBAIOT TaKKE CNEUMAIbHbI CAy4al BELECTBEHHbIX HENPepbIBHbIX yHKUAA, 
BONPOCbI CAMHCTBEHHOCTH M TIpHMOxKeHHA, B MepByto O4epenb K TeOpun ceTe. OHH AaloT 
HECKONbKO OTIMYAaIOlWMeeca OT OOHINHOFO OOOOUeHHe MOCHeAHMX AIA KBasMrpynn C NOMOLWIbIO 
Teopem Tomceua. ; 


NPOBJIEMbI CTPYKTYPbI NYTH NPY BIIYKAAHMU 
ll. Opaéwm (Byganewr) un C. UW. Tet aop (Bupmuurem) 


B wacrosuel craTbe aBTOpbl B3aHuMalOTCA npobremamu Oazy>xKRaHui wa NpAMOM, B 
mmocKocTu uM BOObWIe B d-mMepHOM npoctparcsBe. B cnyyae d= 2 AOKasbiBaeTCA, 4TO 


lim P(R, < xlogn)=1—e”", 


n=O 


rge R, o6osnayaeT 4ncaO BosBpalleHMh CayyanHO Onyxparoulell Ha MIOCKOCTH TOYKH B 


Vill 


ucxonHyto TOUKy nocne n waros. px d=1 nu d=2 OnM OnpefensioT ananor TEOPeMb! 
NOBTOpHOrO OrapHdMa fIA OYCHb YaCTbIX HM OYCHb PeAKHX BOsBpauledHH M MONy4UaHOT 
TeopeMbI O pacnpeseneHHH MOMEHTOB BOsBpawennaA. B cnyyae d= 3 OHM H3y4atoT TeEOPeMb!, 
CBA8AHHbIe CO CKOPOCTbIO CTpeMJeHHA B Oe€CKOHEYHOCTb, 3feCb HE yfaeTCA MOMHOCTbIO 
nlepeHectu Hau6onee OCTpyl0 TeOpemy, COOTBETCTBYIOY!O 3aKOHY NOBTOPHOrO sOrapHipma. 
Haxoneu, B cnyyae d= 2 onm accnepywT, KaKOBO 4HCNO TOYeK, Hepes KOTOPbIe Ciy4aiiHO 
6nyKAatwlad TOUKA NpowpeT k pas 3a N wWaroB, a TaKKe UCCNEAYIOT MAKCHMAJBbHbIC NYTH, 
HO 3feCb nonyyaeTcaA cumbHaA TeOpema AMUIb Npu d= 3. 


METOJ, AIA TOUHOM OLEHKY NOFPELUHOCTH MPH MPMBJIWXKEHHOM 
BbIMHCJIEHAH MHOPOKPATHbIX UHTEFPAJIOB 


JI. 4. Xcy (Ganruynp, Kuta) 


Astop uayyaet npouecc L(f), onpegzeneHHhi dopmyn0u (2) nna anemenToB f Knacca 
dyukunh W = we") (M, M u» N,; Q), onpegenenHoro dopmys0i (1), KOTOpBI OTHOCHTCA K 
npHOmmKeHHOMy ONpepenennio nHTerpana 


| | fee, ») ax dy, 
‘D 
PacnpoctpaHenHoro Ha OOnacTb DEQ. On HaxopuT TOUHY1O BepXHIOK) rpaHb 
e(L, D) = sup | 6(f, L, D)| 
few 
NOrpewHOcTH 


8 (f,L, D)= || fy) dx dy —L(P). 
D 


Ona gaetca chopmynon (20), rae F(t,,t), G,(t) m H,,(t) onpepeastotca topmynoit (19) u 
ANA HaATYpPasbublx F 


1 
K,w=) Grr ecm 40, 


0, ecw u< 0. 


K TEOPHH KOMUTAHTOB 


C. Fonom6 (Kpakos) n M. KyxapoxescKu (Katosuue) 


OchosHon pesyabtat .pa6oTbl — pOKasaTenbcTBO Toro, 4TO ABAKAbI KOBapHaHTHbIn 
TEH3OP HE MMEET TAKOK chyHKUHH (KOMHTaHTAa), 8HAYeHHE KOTOPOK p pas KOHTPaBapnaHTHbIn 
MW q pas KOBapHaHTHbIA TeHBOP, eCnH p-++q HeueTHOe 4NCNO. PeaynbTaT nerkKO MOMKET OBITS 
o606uleH Ha TOT Cay4ait, KOrAa MCXOAHBIM TeEHBOp F pas KOHTPaBapHaHTeH HM S pas KOBApHaHTeH 
uw r-+s 4eTHOe 4HCHO. 


O KOBAPHAHTHOM JIM®®EPEHLMAJIE, OBPASOBAHHOM ‘3 oy. 
A. Moop (Ceren) 


CoraacHo Teopeme | pa6orsi u3 cuMMeTpH4HOro TeHsOpa g;, B CNy4ae BbINOTHEHHA 
MOAXOAAMWAX YCHOBMM HENpepbIBHOCTH MOryT GObITh COpaszOBaHbl NMUIb KNaccHYeCKHe napa- 
meTppi capura /”;/,. 3arem pa6ota usyyaeT HEKOTOPHIe THNbI KOBAPMaHTHBIX auddepenunanos, 
KOTOpble MOryT ObiITb O6pasoBaHb! u3 gy. Moayyenbi caeayroulme OCHOBHEIE pesyabratsl : 
Cornacuo teopeme 2 OOM KOBapHaHTHHIM ANdepenunan KOKTPABapnaHTHOrO BeKTOpA £ 
3aBUCHT IMWb OT BemnyHH &', & 4 


Wak 20.8 + 1.28" 


V,§ eCTh KaK pas KaaCcM4ecKHi KOBAapHaHTHDIil . AUdpepenunan. OGumii KoBapnanTHblit 
auppepenyuan KOBapHaHTHOrO BeKTOpa. 7; COrMacHO TeOpeme 4 sBAAeTCA PyHKuMell OT 7 ir Bij 
HV," TAC V7),%; CHOBA O8HA4aeT KNACCHYCCKHH KOBAPHAHTHIM AMdpepenunan. /lanbuetiune 
TeOPeMbI U3y4aIOT, MOKET 1M OGUIMA KOBAPHAHTHBIN Anddepenunan He saBNCeTb OT BEMMYHH 
Zap ¥ O,8,,- B KoBapHaHTHOM Audpepenunane KOHTPaBapuaHTHOrO BeKTOPa 9TH BEAMYMHDI 
BCerfa AOWKHKI durypupoBaTb, HO B Cy4Yae KOBAPHaHTHbIX BEKTOPOB HET, TaK Kak yoxe 
CaMO 6/;%;1 YAOBNETBOPACT yCNOBUAM, ONPeMEAAIOLIMM KOBAPHAHTHbIN ANd Pepenunar. 


O TEOMETPHYECKOM IMPHJIOXKEHHH OHO CACTEMbI JMdEPEHLMAJIbHbIX 
YPABHEHMN 


JI. Tamawuiu (fle6peuen) 


B nactoamen pa6ore uayyaeTcaA reoMeTpHyeckoe npunoxKenne CucTem puddepex- 
UMabHBIX ypaBHeHui Tuna (1.1). Cucrema yuddepenumanbHbix ypapHenv Takoro Tuna 
BCTPe4aeTCA MPH H3y4CHHH SKBABAEHTHOCTH AupipepeHn UMabHO-T COMETPHYECKHX MPOCTpaHCTB. 
Ypabuenna O6pasyoT topmysbl npeo6pasoBanuA reoMeTpu4eCcKuX OOBEKTOB, ONPEeMenAMUHE 
CTpykTypy mpoctpaHcTBa (HM HX COOTBETCTByIOUMe Npeocdpasosanubie). B §1 AoKaspipa- 
eTCA, 4TO, XOTA B Cny¥ae METPHYeCKHX MPOCTPaHCTB paspeuIMMOCTH aTOH CuCcTeMBI AMdpipe- 
PeHUMaNbHEIX ypaBHeHH AOCTATOYHO ANA AKBUBANeHTHOCTH, B CnyYae HEMETPHYECKHX Mpo- 
CTPaHCTB MOKET CAYYUTECA, 4TO CUCTeMa WHpepeHUMaNbHbIX ypaBHeHH paspewuma, a ABA 
NpOctpaHcTBa BCe XKe He-SKBMBANeHTHEI. []puynHHa aTOrO BaKMOYaeTCA B TOM, 4TO.CHCTeMa 
cbyHkuni, apnsiouladca pewiennem AnddepenumanbHOrO ypaBHeHHA, He OOAB8aTeMbHO OOpatuma 
Mw TOrga 9TH cyHKWMM He MOryT ONPepenuTb NpeocbpazoBanne (CoxpaHsAtoMee PasmMepHOCTp). 
B § 2 paetca pocTraTOsHOe YCNOBNE SKBUBANCHTHOCTH adppMHHO-CBABHBIX NPOCTPaHCTR, CBAZAH- 
HOe C 4HCNOM NapaMeTPOB, BCTPeyarOLAXCA B PEWeHMM CHCTeEMBI AMppepenuManbHbIx ypae- 
“wenwii. Uncno napameTpos MOKeT ObITb ONPefeneHO u Ges peuleHMA CucTeMbI AMdpeper- 
UMaNbHBIX ypaBHennii. HaiimenHoe speech YHCNO C HEKOTOPOM TOUKH BpeHHA ABAAETCA 
Hanayamum. B § 3 paetca cuctema audpepenunanbubix ypaBHeunit TuNA (1. 1), paspewumoctit 
KOTOPOH HeEOGXOAHMO HM AOCTATOUHO ANA SKBUBANeCHTHOCTH [ByX acbcbHHHO-CBASHBIX Npo- 
crpancts. C noMoubio ycnoBnii ux MHTerpHpyeMOCTH BONPOC 06 SKBABANCHTHOCTH MOXKET 
OBIT paspeueH PaspeLIMMOCTHIO HEKOTOPOH OOBIKHOBeHHOM CHCTEMBI ypaBHenui. 


PA3SJIOMKRUMOCTb AU®OEPEHLMAJIBHO-TEOMETPHYECKUX MPOCTPAHCTB 
O. Bapra (Bygfanewrt) 


B paOore, nmpexge scero, OnpeferneTcA npepcraBnenue tbuHCnepOBa mpocTpaHctBa 
F, B Buye mpousseyenua npoctpancts F, u F,_., o606ulad CooTBeTCTByroMee NOHATHE 
PuMaHOBOK reoMeTpun. OCHOBHbIM pesyibTaTOM paOOTbI ABAAeTCA Teopema |, B KOTOPOH 
faetca HeOOxOpMMOe HM WOCTAaTOUHOe yCnOBHNe NpepsCTaBuMOCTH quHCNepoBa npocTpaHcTBa 


B BHC MpOnsBesenuA MPOCTPaHCTB. 
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_ACTA MATHEMATICA 
ACADEMIAE SCIENTIARUM HUNGARICAE 
Tom XI — Bam. 3—4 


PE3IOME 


CKAJIAPHbIE JMbbEPEHIMAJIbBHbIE MHBAPHAHTbI TPETbETO 
NOPAAKA PHMAHOBOLO TIPOCTPAHCTBA TPEX A3MEPEHMM 


ll. WU. Metrpos (Kasans, CCCP) 


Tlog a6comoTHEiM CKanApHbIM AMdpdpepeHManbHEIM MHBapHaHTOM TpeTbero NopapKa 
PuMaHOBOrO NPOCcTpaHcTBa 72 uBMepeHHH pasymeeTCA Takad CKanApHad dyHKuuA J, KOTOpaA 
8aBUCHT OT KOMMOHEHTOB METPHYECKOrO TeH3OPa UM UX YACTHBIX NPOMSBOAHBIX (a0 TpeTbero 
‘MOpAAKa BKIOYNTENbHO), HEMSMEHAIOUIAACA NpH 106bIX OOpatuMBIX NpeobpasoBanHnaAx KO- 
opanHaT. 

Llenb craTbw — nocTpouTs 6asuc NONHOM CHCTeMbI aGCOMIOTHBIX CKaNApHBIX Aupde- 
PeCHIUMaIbHbIX MHBAPWAaHTOB TpeTberO NOPpAAKa PHMaHOBOTO NpoCcTpancTBa Tpex usmMepeunit. 
OcuosHow pesynbtat — Teopema |. Onupasch Ha memmy 2, u3 Hee MOKHO NOnyYHTS 
Teopemy 2, OTHOCALIyIoca K OasuCcy dbyHKUMOHAbHO He3aBMCHMbIX CKaAPHbIX pMddepen- 
IMabHbIX MHBAPHAHTOB TpeTbero NOPAAKa KOH@OPMHO-NAOCKOTO PHMAHOBOFO MpOCTpaHcTBa 
Tpex n3mMepenui. 

B teopeme 3 nepeyncneHbl MeTpH4eckne HHBapHaHTbI TepHapHOM KyOuy4eCKON opm. 
Teopema 4 aBpnnetca pacnpocrpanenneM u3BeCcTHOrO pesyubTatTa CyBopoBa u XpucTod- 
dena Ha Cayuaw mpocrpaHCcTs c HeONpefeneHHbIM Mep-ONpepeneHnem. 


OB OAHOU HOBOM TEOPEME TEOPHM JMOPAHTHYECKOU 
AMMPOKCUMAUMM 


H. lr. ae Bpéitn (Amcteppam) 


ll. Ty pau B kunre! npuser pag npunoxKenni Cnegyroulen Teopembi: Ecau 0y,..., 5, 


KOMIJICKCHBI, 
min 3|z./==1 
: AEG 
Baa Bree: 


M Mm MONOMKUTeENbHOeE WeNOe 4UCIO, TO 


def 
[Dy stetmette Dy) a Ane aig ofp Saiciote DE, 


k 
Lee Re oh = | ee 
max : |\by2; eee b,,Z4.| =e 


vy=m-+1,...,m+ 


B nacrosueii pad6oTe OKasbiBaeTcA, YTO 9TO 3Ha4eHHe A,, , MOKET ObITh 3aMeHEHO 


: 1 P, Turdn, Eine neue Methode in der Analysis und deren.Anwendungen (Budapest, 
(1953). 
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6ONbUIMM 3HAYCHHEM 
1 
k-1 


2 
Daly) 
j=—0 
M OHO ABAAeTCA HaMAy4UIMM pA BCeX m uk. Oty Teopemy — MeHee NPOCTO — HECKOMbKO 
paHbuse HesaBHCHMO AOKa3zan 9. Mak au. 


NONYFPYNNbI W KOJIbUA C JIEBOM EAMHULWEA UW BES JIEBbIX 
EAMHMYHbIX JJIEMEHTOB 


JI. Pemgen (Cerea) 


OnemeuT € CrpyKtTypbl S HasbipaeTca NeBow efunuuel, ecau BS onpenereno npons- 
Bpemennve nw eS=S. I]. Typan nocrapun cnefyroujun Bonpoc: Moxer am cofepKaTb 
JeBbIe CAMHMUbI KONbUO 63 MeBbIX ECAMHHYHbIX 3NeMeCHTOB. XOTA H KaKETCA BEPOATHBIM, 
4TO 4aCTO BCTpe4yaloTCA TakHe KOMbUA, ObINO0 He NerKO HaWTH ANA HHX NpuMep, durypx- 
pyioulMi B Cnefyiwouled TeOpeme: 


Teopema. Ilonyrpynna, onpeyenennad ypaBHeHuaAMH a = a28, §= af? He comep- 
SUT NeBoro e€AHHHYHOTO deMEHTA, HO 3JICMCHT @ OYeBHAHO ABIACTCH neBon, eqnHuuen. 
Ananorn4Ho O6cTOUT eNO C KOABLOM STO NONyrpynnel, O6pasoBaHHbIM Hag m060% O6na~- 
CTbIO WENOCTHOCTH. 


KJIACCH®UKAUMA MPEACTABJIEHMK rPynnbl 


®. Jlouctpa (laara, Tonnangus) 


Ecau a@ romomopdu3m rpynns! G na rpynny B, ro mbI ropopum, 4To G(a) ect 
npeactasnenne B. [Ipeactasnenus G(a) u G'(a’) POACTBCHEE, ecan © cymlecTBy!oT TakHe 
romOMOpduampl 7 HW 7’, YTO 1. GyE&G' uw G'n’ SG, 2. a=na' u a’ =7'a, 

Mpeacrapnenne G(a) TOuHO TOrfa POACTBeEHHO HAeHTHYHOMY UpepCTaBmeHHIO B(O, 
ecau G pacuyenaemoe pacumpenne sqpa romomMopdu3ama a. IIpeacrapnenusa cBOOODHBIMH 
rpynnamuv popCcrBeHubl. 

Iponsseqenne mpepcrasnenni aM YaCTHYHOe ynoOpaAfOueHMe MpencTaBneHHi MOMKET 
ObITb onpenereHo Tak, 4TO KOMMaTHOHJIbHO C POACTBEHHOCTbW. 

PopcTBeHHbIe KNaCChI NpeACTAaBAeHH OTHOCHTeAbHO YaACTHYHOTO ynopaALoueHHA 06- 
pasyloT MOnHy!O CTpyKTypy, rae NepeceyeHne H COEAMHEHKE MOKET ObITh XAPAaKTePpH3OBAHHO 
M C NOMOLIbIO TeOpHH rpynn, 


NPOBJIEMbI MEPECEYEHUAA OTHOCHTEJIbHO BJIYKDAHHU 
Il. Opnéw (Byganewr) u C. WH. Tettiaop (Bupmurrem) 


fen 1T(a, 6) o6osnayaet nyt cayyaiino 6ay>xparoueli B d-MepHom npocrpancree 
TOUKM M@KAy d-bIM H b-biM warom. Mycts E“ osnayaer co6situe, uto 1, n)-n 


1 (n + f(n), 00) nepecexaiorca no KpaiiHeit Mepe B OfHOii TOUKe. B cayyae d==3 nycte 


Ill 


J (n) = n[y(n)P, rae y(n) eee pacrer. E®) p tom # TOMbKO B TOM cayyae MMeeT 
MECTO C BeposTHOCTbIO | Ana BeckOHeYHO MHOrMX BHa4eHHit 7, ecan 
Les 2 
>, Qhy 
ii_ P (2°) 
B cayyae d=4 nycte f(n)=nw(n), rae w(n) MOoHOTOHHO pacter. Eo B TOM HM TOJbKO B 
TOM Cnyy¥ae MMeeT MECTO C BEPOATHOCTHIO | ANA GeCKOHeYHO MHOrHX B3HA4eHH nN, ecaM 
er 
os 
a ky(2’) 
Tipn d>4 E® 
pu d> n B TOM HM TOJbKO B TOM Ciy4ae HMeET MECTO C BEPOATHOCTHIO i AIA GecKo- 
H€4YHO MHOrHX 3Ha4eHHA 7, eC.in 


OE = 


OB OJHOM CBOKCTBE UEJIbIX ®YHRUMM 
M. Ky uma (Kpakor) 


OcHoBHOH pesynbTaT padoTh! cnepyrousanr 


Teopema. Ecam ana nocnefopatenbHOcTH @, C NONOKHTENBHBIMH YeHaMH 


a 
lim "=A (0<A<oe) 


n->@ 


wu f(z) uénaaA BeuecTBeHHad dyHKUHA Ha BeELeECTBEHHOM OCH, TO 


A fim Vif | Sin tim V\f(an)l. 


O TPHTOHOMETPHYECKOM (0,2)-MHTEPNOJIAPOBAHHU 
O. Kv mw (Byzanewr) 


ApTOp fOKasbiBaeT, YTO NPM 4eTHOM 7, BOOOUIE FOBOpsA, Ke CyueCcTByeT TpHrOHOMeT- 
puyecknit mHorounen R(x) He BhIWe N-Oro NopsazKa, YAOBNETBOPAIOWINM yCNOBHAM 


R,, (72 #) =a. Ry (2k) =a (k=0, 1,..., n—1), 
n 


rpe a, Hu 4, mOObie BeLIeECTBEHHBIE 4HCIa. Ecnn n HeyetHo, TO CyueCcTByeT eMHCTBEHHBIH 
TpHroHOMeTpHYeCcKHH MHOrowileH He BbIWe N-Orod nopsfka, YAOBNETBOPAIOLMA 3THM YCIO- 
BHAM HOHE cofepKauyni sin nx. 
Haxogutca SABHbIM Buy, STHX MHOTOYNCHOB HM MCCIeAyeTCA HX CXOAMMOCTb K cbyHKuHH 
F(x), ecau 


a =s(7 4] (Ee n= 1). 


IV 


O HEKOTOPbIX PE3YJIBTATAX HW MPOBJIEMAX TEOPHH MHO}KECTB 
A. Xaituaa (Byganewrt) 


Pa6oTa s3aHHmaeTCA TpeMA pasNH4HbIMH TpynnaMH BONPOCOB TeOPHH MHOKECTB, 
u3y4aeMbix B paspenax 2, 3 u 4, COOTBeETCTBEHHO. OCHOBHOM pe3yAbTaT BTOpOrO pasfzena — 
peuenve Onno npobsempr TI. Opwéma u I. PoOpopa, nocrasnennon B paoore [2]. 
Ou paetca reopemom 1, B KOTOpOM Cc HCNOAb3sOBaHHeM OGOOMMEHHOM runoTesbl KOHTHHYYMa 
WOKasblBaeTca Crepyroulee : 

Ecau %, peryaapHaad mouHoctp n S m1060e MHOxKeCTBO MOuHOCTH N,,;, TO Ha S 
MOKET OSITh ONPefeNeHO TakOe OTOOPaxKeHHe MHOMKeCTB f(x), KOTOPOe OOnagaeT CaepytO- 
UMMM CBOMCTBaMH: 

F(x) =N, ana weex x€S, fx) NFO) < N, a9 Bcex x, yES (x#y) wu ne cyuyectByeT 
cBO60qHOrO ~MHOKeCTBa MOWHOCTH N (tr. e.: econ S’CS uw gaa ao6pix x, yES’ (x#y), 


yEf(x), x € f(y), TO ae N41): ; 

B pasnene 3 usyyaeTca CumBON ,MapTuyMo”, BBefeHHbIM B [1] 1. IpAaémom u 
P. Pano. 

Saecb OKasbIBaIOTCA CnepyroulMe TeOpeMbI: @,—-+(w@ + 2,@,)2 (Teopema 5). 
A+(w-+n,a)?, rae @ m060e cyeTHOe NOpsAyKOBOe 4HCNO M 7M ienoe 4ucnO (TeOpema 6) 
4+(n,aya*)?, rye @ mo6o0e cyeTHOe nopsAKOBOe 4ncnO (TeOpema 7). w, >(@-2,-n)p, 
rye n mw60e wenoe uncno (Teopema 8). 42 4 7 THNbI NOPAAKOB MHOXKECTB PacnONOKeH- 
HbIX MO BEMYHHE BELICCTBCHHbIX MW PallMOHAaJIbHbIX YHCeJI, COOTBETCTBCHHO. Ipu MOKasaTelib=- 
cTBe TeOpembI 5 ucnomb3yeTcaA rHnoTesa KOHTHHYyMa. 

B pasjene 4, c ucnOnb30BaHHem OGOOMeEHHOK runoTesbl KORTHRYyMa, NOKa3biBaeTcaA 
cnenyroujad Teopema (Teopema 9): Ecau N, m106aa peryaspHad MowHOCcTb u S aWwG6oe 
MHO#KECTBO MOWWHOCTH N,,,, TO CyulecTByeT Takad CHCTeMa § NOAMHOKECTB MHOKeCTBa S, 


KoTOpad OGnafaeT cnepywuluMn cBolicTBamH: Ecau X€§, TO X=N,. XNV-< N,, ecan 
X, YES (X#Y). Eco S'CS, S’==N,,,, To cyuyectayet taxon X € §, ana kotoporo XC S’. 


a+1 


OB OBOCTPEHHH HEKOTOPHbIX ,OJHOCTOPOHHHX” TEOPEM 
TEOPHH AMO@AHTOBbIX MPHBJIMKEHUA 


fl. Ty pan (Byganeurt) 


ABTOp OTMe4aeT, 4TO B KAYECTBE HOBbIX NPHAOKEHHH BTOPOM OCHOBHOM TeOpembI ero 
KHurH! NOJyYalOTCA HepaBeHCTBa 


. _ 1087 log log log 7 
R2(x) dx > T2e log log T 
log 7' : , 
ecu T> Cy, 
] ~c, 108 T log log log T 
[v1 (x, )— (x, DP dx > T2e log log T 
“log si , 
-Viogiog T 


Te 


V 


ecan T>max(cs, Fe ) u (i,k) =1, rye c cyTb ABHO AaHHBIe NONOKUTeAHbIe MOCTOAHHBIe, 


R(QxX)= > Any? nw (KH = AA) 


nocne 4erO MpucTynaeT.K ,OHOCTOPOHHeMy” OOOGOuLeHHIO OCHOBHBIX TeOpPeM, K KOTOPbIM 
ero CHOBa NpwBenu NpHnoOwKeHHA K TeOpun 4ncen. B aTOM HanpaBAeHHH MpHBOAATCA cnepy- 
FOWIHE ABE TeEOPembI: 


Teopema I. Ecau gna nexotroporo 0<k<> kS\arez,|S2 (G/N Acuna} 


mW N HatTypanbuple 4ncna, TO npH |z,|=—|z.|=---=\zn| = 1 
n 2n 
b, 27> Finca) 
max Re 3, = (Re So \ 3s (etm 
mitsrssmin(s+-7] = 
» wenoe 
H 


n ie 1 r n 
ne 1 a Gor pcares 
min x Re —, b; z; sa) [Re ~ | 5n (55 (m+ | 
m4 to<m-n( 342) 
» wenoe 


Teopema II. Ecanc npegpiayuyumu k, mun tenepp 1 =|z,|=|z.|2---=|z,|, To 


~ 1 . (+2) 
max Re > 2” = | 
mit srsmin(3+2] et 81(m-+ n) 
» wenoe 
rr 
> 4 1 yee) 

min Rea ree (aan 

metsymen( 342) j=1 J 81(m-- n) 


» neoe 


1 P, Turdn, Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen (Buda- 
pest, 1953). CopepuienHo nepepaOoraHHoe axraniickoe usfanue BblifeT B CepHn Interscience 


Tracts. 
2 A(n) — cumBon Maunronpra: log p, ecnu n= p",p — mpocroe unczo, 0 aaa npo- 
4HX 7. 


VI 
MPMMEHEHME OAHOFO HOBOTO METOJIA CYMMMUPOBAHHA 
K TPMTOHOMETPHYECKMM PAAM HM PSIAM AAPHXJIE 


M. Muxonaaw (Byfaneut) 


Pa6ora 3aHuMaeTCA OHM HOBbIM MeTOAOM CYMMMpOBaHHA, Tak HasbiBaeMbBIM (2W__)- 
CyMMHpOBaHHeM, B CBABH C OMHOM HOBOM TEOPHeH NPOUSBOAHIX HM HHTerpatOB KOMNMICKCHOFO 


nopagKa (cm. [9]). Hox (Ww 4)-cyMMOM psa 


oO 
Ay + 2 >" (A, cos 2nau+B, sin2nau) 


n=1 
(c MO6bIMM BELCCTBEHHBIMA WIM KOMMJCKCHBIMM KOO*PPHUMeCHTAMM) B TOUKe U =X NOHH- 
: SF ; 
mMaetca nmpenen Ay + lim Ss (x, 9), rae 
p 0 6540+ Cm A) 


@o 


> (x, 9) =>, 2(2n 2)? 4, cos [2" Xie 4 +B, sin (20 wx + i} 


n=l 


M C4nTaeTCA, 4TO MOCHeAAHH PAA CXOAMTCA NPM AOCTaTOUHO MambIx 6 >0O. 

Metog B cnyyae pafa Pypbe, oTHOCAuJeroca K OTpesKy (0,1), H3MepHMOH OrpaHH- 
yeHHOM dbyHKyun f(u) Fe1aeT BOSMO+KHBIM aTb OY€Hb MpOCTOe HeEOOXOAMMOE HM AOCTATOUHOe 
ycnopve CyMMHpyeMOCTH, a HMCHHO CyLIeCTBOBaHHe 


fcx +0>=lim (6 Ke +6) 3 dt) 
6->+0 0 


B uccnenyemon TO¥Ke x. (Snecb 6 >0 MO*KHO C4HTaTb Kak yrofHO Maubim.) (Q3,)-cymma 
f<x+0> nepexogut B f(x-+0), a (W_)-cymma f<x—O> B f(x—0), ecan tbyHKunA HMeeT 
npefea opx u+x-+0 unum u+x—O, cooTBeTCcTBeHHO; B 110O0M 8aMKHYTOM HHTepBane He- 
IIpepbIBHOCTH HMEET MECTO paBHOMepHas (I, )-cymmupyemocrTh (Teopema |).— [loKasbiBaeTca, 
4TO MeTOA (18) B HEKOTOPOM CMbICMe CHAbHee HCCNeEMOBAHHBIX HO CHX NOP MeTOMOB, Tak 
kak B Npasow uu neBoli TOUKe JleGera (cm. (4.2)—(4.3)) f<x+0> u f<x—O>, coorserct- 
BeHHO, BCerfa CyuecTRyIOT, B TO BpeMaA, KaK f<x-+-0> wu f<x—O)> MoryT OfHOBpemMeHHO 
CyuecTROBaTb, 6€8 TOrO, 4TOObI CyuyecTBOBaNO (4.1) (Teopema II).1 Hago oTmetutb, 4TO, B 
oTauune OT cymmupyemoctn (C) x (A), cyMMupyemocTh (W,) nan (W_) BaBACHT AMUIb OT 
3Ha4eHHA (PyHKUMM CNpaBa MM CneBa OT TOUKH X, COOTBETCTBEHHO, HM 4YTO TeOpema | paeT 
albTepHaTHBHOe PeweHHe OAHOM NpoOnembEl Deepa (cm. [3]): OnpesenuTs B OTMENbHOCTH 
f(x +0) u f(x—0), w taxum o6pasom f(x + 0)—f(x—0), us pana DPypoe ynxuun f(x). . 

Nocne cnyyan pAudipepenunposannerx papow Pypee, uccaegyercs (QW _,)-cymmapoBanne 
panos Buga (5.4); sqecb npegnonaraetca, uro f(u) uaM OfHa MB ee NpOMsBOAHHIX mpHHay- 
nexut Knaccy L?(0,1) (l<q<ce). C nomouybio nonyuennoro pesynbtata (cm. Teopemy III) 
M pay upuxne MOryT ObITb CYMMHpyeMbI B HEKOTOPBIX TOUKAX rpaHHlbl MOMyNAOCKOCTU 
CXOAMMOCTH. 


1 Hapecruo, to cyujecrsosanre (4.1) Han6onee O6ulee AOcTaTOUHOe ycnoBMe CyMMH- 
pyemocrn, cburypupyrouee B nutTepatype. (Cm. [6], [14].) : 


VII 


OXAPAKTEPU30BAHHE MEPHOAMYECKUX ABEJIEBbIX PPYNN 
{iPM BbIBPAHHbIX BASHCHbIX MOArPYMMAX 


I. K. Xappucon (Xasepopa, CLA) 


lycrs S ecrb npamaa cymma wnKaMyueckux p-rpynn. [log napow rpynn (f, G) nonn- 
maeTca peayumposaknan p-rpynna G smecte C TakHM M30MOpu3sM0M f, KoTOppIad OTO6pa- 
KaeT S Ha HeKOTOpyto Gasucnyio nogrpynny G. (f,,G,) u (fo, Gy) akBMBaneHTHBI, ecaM 
cyuecTByeT TakOM nsomOpdu3sm G, Ha Gy, 4TO fy = gf. 

OcHoBHO# pesyabTaT paOoThI HAXOMKACHHE COOTBETCTBNA Me@XK/Ly KaCCAMM 9KBMBAeHT~ 
HOCTH Nap rpyo M 38aMKHyTHIMM Nogrpynuamu rpynne J. 3qecb 1, —=Hom (Z(p®), S*|S), 
rae S* o6osHayaeT Tak HasbIBAeMylO 3aMKHYTY! P-rpynny c GasucHo nogrpynnoi S. 


OB OAHOM METOJE YMCJIEHHOTO PELUEHHA YPABHEHHA 
MYACCOHA B KOHEYHbIX PA3HOCTAX B JIKOBOM OBJIACTU 


E. Jrepsapu (Byganeumr) : 


Kak M3BeCTHO, KOHE4HBIMM aHanOraMM JIMHeHbIX AMddepenuMaNbHBIX ypaBHeHuit B 
YaACTHBIX MPOUSBOAHbIX ABAAHIOTCA yPaBHEHHA B KOHE4HbIX PaBHOCTAX, T.e. CMelmMabHble 
CMCTEMBI JMHeHBIX amveOpam4eckux ypaBHeHnu. Haao 3ameTuTb, 4TO, HECMOTPA Ha TO, YTO 
-TeOpHtO CHCTeM JIMHeEMHbIX a.IreOpanyeckux ypaBHeHMM MO)KHO C4MTaTb aBHO 3aBepUIeHHON, 
M3BeCTHbIC JO CHX NOP METOAbI PeuleHuA ele AaNeKO HE yAOBAeTBOPAWT BO BCeM Tpebo- 
BaHHAM MNpaktTuku. /[ocraTo4uHO, HanpuMep, OTMeTHTb, 4TO BO MHOFMX 3afqa4ax @usnkKn A 
TEXHHKH C yBeIMYeHHeEM U4HCIAa HeEMSBECTHBIX 4HMCNO HeEOOXOAMMBIX AeMCTBAM Tak OBICTpO 
pacter, 4TO MHOrfa OKasbIBAeTCA MATIOZOPHbIM aAKE MCNOAbZOBAHHE MOUIHbIX ObICTpOpect- 
BYIOLUMX MATEMATHYCCKHX MALIA. 

B nutepatype tburypupyer pag MeToqoB pewenua ypaBHeHnit [lyaccona B KOHe4HBIX 
pasHOCcTAx (H NQAOOHEIX), OFHAKO OONbUINHCTBO M3 HAX MOKCT MPMMEHATLCA JIMWIb B Cayuae 
NpAMOyrombHOw OOnacTH. B HacTOMUYe padoTe aBTOp BbIPabOTaM MeTOA 4MCMeEHHOTO pe- 
weHua ypapHenua Ilyaccona B KOHe4HbIX PasHOCTAX AA mt060H ObnacTH. Oco6eHHOCTH 
aTOrO MeTOJa MOryT ObITh OXAPAaKTEPH3ZOBaHbI CAeAyoOulMM OOpPasom. 

Marpuua KoaddunuenTos, COOTBeTCTByIOWad KOHeYHOMY ONepaTopy JIannaca B cay= 
yae NPAMOYrOBHOM OO1ACTH MOXKET ObITh NAPTHUMOHMPOBAHA KO KNETOUHON MaTpuUe C Nepecta- 
BUMBIMH O670KKaMH. [LIA OOPaueHHA KAETOUHBIX MATPHLL TAKOFO THNA aBTOP BbIPaGoTa anro- 
pucpM, C NOMOUAEIO KOTOPOrO NOPAAOK MATPUUbI, KOTOPytO CaepyeT OOpaTHTs, U, TAKUM OOPAasoM, 
MH 4NMCHO HEOOXOAMMBIX [eHCTBHH MOKET ObITb 3Ha4uMTeEMBHO CHHKEeHO [2]. Jl1o6ad OOnacTh, 
COCTOMaA u3 TOUeK PeWeTKH, BCera MOET ObITb BKOYeHA B MpAMOyrOmbHy10 OONaCTb, 
a W3 MATpHuUsI, OOpaTHOH K OTHOCAUIelicA K BTOH OONACTH MaTPHIbI, — KOTOPy B Cuny 
CKa3aHHOrO yKe MOMKHO C4UMTATb U3BECTHOU, — MaTpulla, OOpaTHat MaTpuLe KoaddunneHToR, 
OTHOCAUelCA K 1060i OGnacTH, MOKeT GbITh BBIMMCeHa C NOMOLIbIO IpOCTbIX AeHCTBui, 
»MOnMKaOWuX panr” [3]. peqioxKeHHblt 3feCb MeTO/, BBUAY NPOCTOTSI M OAHOTHMHOCTH 
qelicrsut gonyckaeT yaoOHOe mporpamMMupoBaHHe fA ABTOMATHYECKUX BBIMMCAMTCABHBIX 


MalluH. 


Vill 


HAMBOJIEE KOPOTKHE CETH C 9JIEMEHTAMM OAMHAKOBONM MJIOLWAAM 


JI. Denew Tor (Byzanewr) 


B xayectse cnencTaua Sonee OGumeH TeopemMbI AOKaabiBaeTcA: Ilycth E ecTb oObenu- | 
HEHHOe MHOMKECTBO 7 rpaHeli npaBuAbHO MOBaMKH C TpexpeGepHEIMH BepuMHamMH. Cpeau 
cere Cc npsampimn peOpamu, pasGpipawounx E wa f aneMeHTOB C PaBHbIMH NOWAlAMH, 
npabusbHad ABAAeTCA HanOONee KOPOTKON. 


O BNUCbIBAEMOM B TJIOCKOCTb FPA®E NOJIATOHA TAMHJIBTOHA 
B. T. Tatr (Topoxto) 


Tlonuronom TamunbTona HasbiBaeTCA COCTOAWIMK H3 rpaHel NOAHTOH (mpocTaaA 3aM- 
KHyTad KpHBas), CORepxKaun BCe BepwMHBI rpada. pad wakanyHo k-KpaTHO CBABSHbIM, ECAH 
onyckan meHee k rpaueit, erO Heib3A pasOuTb Ha Be 4aCTH, KakKMaA H3 KOTOPbIX COMeEPKHT 
nomuron. Tpad xKyOuyHpiw, ecnw K KadxKOH erO BePWHHE MPHMbIKAIOT TOYHO TPH rpaHH. 
B [2] asrop fan BnuCbIBaeMbIM B MOCKOCTb KYOMYHBIA rpad, KOTOPbIM He HMeeT NOMMTOHA 
TamMuabToua 4 KOTOpbI WHKINYHO 3-KpaTHO CBASHbIM. OTHM OH ONPOBepr cTapytoO rHnoTe3sy 
Teta. Hacrosujaa padota cofepxKHT KOHCTPyKUMIO TaKOrO BNHChIBAEMOFO B NAOCKOCTb 
KyOu4HOro rpada, KOTOppIi He HMeeT NONMrOHa TamMaAbTOHA M KOTOPBIii WMKAMYHO 4-KpaT- 
HO CBASHBIM. 


OXAPAKTEPH30BAHME HEKOTOPbIX KJIACCOB ®YHKUMH 
C NOMOLMbIO TEOPHH NPHBJIWDKEHHA 


fl. Kpaank (Byganewr) 
Ilycrb A(x) ecTb Takaad ONpepfenenHad ANA NONOMKUTeNBHBIX 3HAYeHHH X NONOKUTeENb- 


Hav, MOHOTOHHO yOpipatouan K O cbyHKuMA, YTO AMA HEKOTOPOrO 4ncna O< p< A(x) x” 
MOHOTOHHO HeyObiBaeT. Mbi rosopum, 4T0 f(x) € LY (1 Sp S++ oo), ecau f(x) €L? (0, 27], 


f(x + 27) =f(x) 
“n~of:(4] 


“ 1p 
#) GN= sup, | | e+ —fap|?dx)) = sup I fe+1—S0) ly 


rae 


[joxaspiparoTca Cnepyrwouwe TeOpeMb: 
Teopema 1. f(x)€ Lf B TOM H TONBKO TOM Cny4yae, ecru 
lo, (x5 )—FQ) ||, = O[4(n)], 


rae o, (x; f) n-aa cymMa Peiiepa papa Pypbe dynkunn f(x). 


IX 


Teopema 2. Myctb f(x) ects tbyaxuua, conpsKennaa c f(x). Torna f(x) u f(x) 
OfHoBpemenHo €L!’. B cnyyae p=1 nu p=-+ 00 970 MOKHO YTBepKAaTh NMWb ecu AAA 
A(x) BhINOMHAeTCA eue COOTHOMIEHHE 

+o ° 

A(x 1 
Nin x é 
1/6 

JlanbHeiimme TeopembI uccNeAyWT BOSMOKHOCTH TOKaNNsauMN TeopeMbI 1 Ha OCHOBa~- 
HuH OOOOweHHA H. Ba pu nepasencrsa Bepuuiteina aaa TPHrOHOMEeTPHYeCKHX MHOFOUeHOR. 


TIPMBJIMDKEHHA C MOMOLUbIO APH®METHYECKUX CPEQHUX 
OBLUMNX OPTOTOHAJIbHbIX PALOB 


Yr. Anexcuy wu fl. Kpaanuk (Byganewr) 


fo) 
Ilyctb 0, (x) ectb n-oe (C, 1)-cpenHee pana ot y,(x), roe {%,,(x)} oproHopmupo- 


n=0 


© 
b : ye a ¢ 
BaHHasA Ha OTpeske [a, b] cucrema tbyHkuni u > on < %- AoKaspipaercs, uTO, ecnu Hepa- 
@ n=0 
BeHCTBO > CRN) < oc oOecneynBaeT CxOfuMocTb {6,(x)} Ha MHOxKecTBe EC[a,b] u 
: m1 


@ 
nee c? A2(n) Pn) < oo, rae A(x) uw B(x) npu x >0 nonoxKHTeAbHbIe, MOHOTOHHO CTpemsa- 


nl 

uyueca K.+ oo (pyHKuMH K, KpOMe Toro, 4(x) HanpaBsAeHa BOrHYTOCThIO BHHS H AIA HEKOTO- 
Y 

poto 0<y<l aa MOHOTOHHO HE yObIBaeT 1A AOCTATOUHO OOMbWINX X, TO WIA BCex XE E 
x 


«,(X)—f(X) =o, Fatt 


@ 
roe f(x) dyHKuHA, OTHOCAMIAACA K pAAy pd, C,P,(X) B Cuny TeopembI Pucca—Puwe pa. 
n=0 
OTuM O6o06usaeTCA OHH Oonee paHHHM annpoKCHMaMOHHbIM pe3synbTat Tanfopu. Ana- 
NOrM4HbIA PesyAbTAT DOKA3bIBAeTCA OTHOCHTEAbHO OPTOHOPMHMPOBAHHOHK Ha OTpesKe [—1, +1]. 


Konst. 
CHCTEME] MHOFOWIeHOB, MOpOwpeHHOH Becom O S00) = ye’ Kora urpaeT pOub H 


CTpykTypa pa3maraemou B pA HeNpeppiBHon dbyHKunu. Hakoneu, OOoOwaeTca mHTerpad. 
Being ppo6uoro nopsapka M OTHOCAMIAaACA K Hemy Teopema XapaAn u JIuTABy Asa. 
Bca cTaTbA OCHOBbIBAeETCH Ha CeAyroulen OOWeEH TEMME TEOPHH PAMOB: CCAM Wy, Uy,... 
© 


CyTb onemMeHTHI OaHaxoBa npocrpanctsa R u (C, 1)-cpequne o,, (B MeTpuKe R) pana »» u, 
; I | 

cxonatca K anementy 0 ER Tak, uTo ||o—o,||= O[A(n)], To (C,1)-cpeanne o,,(0) paga 

@ 

, 6(n)u, cxogatca K anementy 9,(0)€R trax, 4ro0 (\o,, (0) —0(6)| = O[A(n)O(n)].  Saecr 


ay | 
A(x) u 6(x) onpenenennpie pu x >O nonoxuTerbHbIe, HeBOspacTajoUlMe dyHKUMH, ae 
NpaBeHHble BOFHYTOCTbIO BBEPX, AAA KOTOPbIX Mpit AOCTATOUHO 6onbuNx x yHKunN A(XxX)x 
wu 0(x)x” MOHOTOHHO HeyOpIBawT, Te Y u 7 HEKOTOPHIe (puKcupoORaHHble “nC, [Is KOTO- 
px 0O< yl, O<y<luytr<il. 


O -PA3JIOXKEHUM BELJECTBEHHbIX 4MCEII 
B. Tap pu (Jlongzon) 


A. Peubn B paoote [1] paccmoTpen f-pasnoxenne HEOTPHLATeMbHOrO HCA X B BUME 
i] 


(1) rae 


re & >1, w Koadduunenthl ¢,(x) Onpepenenbi CneayrouMM OOpasom: é9(x) = [x], & (x4) = 
= [8 (x)], #2(x) = [26 (@))] 4 7. a, rae [x] OsHayaeT uenyto yacTb Hu (Xx) ApOOHyto 4aCTb X, 
M fOKasan, 4TO Npeocbpasosanne T(x) = (x) nxTepsaza [0,1] aBaadeTca apropMuHEIM HM ANA 
Bcakoro g(x) € L[0, 1). umeet mecto 


(2) lim — LS cree = M(g), 


n->+0 


rae 
1 


: Jee hg (x) dx 
@) M (a) = {g(x)dx, =, 
: | n(x) dx 
0 


T.e. M(g) apasetca cpeanum qbyHkunn g(x) NO Mepe v,, KOTOPad ABAACTCA HHBApHAHTHOH 
no T vu a6comoPHO HenpepbiBHOM OTHOCHTeENbHO Meps! JIeGera. 

Pa6ota saHHMaeTCA adppeKTHBHBIM NOCTPOeHHeM MePbI , T. e. PyHKWHH A, (x). [oKa- 
BaHbl CeAy!oulMe TEOpeMbI: 


Teopema lI. A, (x) yaosneTsopaeT dyHKUHOHaMbHOMy ypaBHeHHIO 


sng — 5" Shy ( "|. 


m=0 


1 


Teopema 2. hg(x)= >’ he 
won) Pm 


flanee nsayyaroTca ycnoBna, NpH KOTOpHIXx nannas NOCNEAOBATENBHOCTE 6,, MOKET ObITb 
NOCHEAOBATEMPHOCTbIO KOA pHUKEHTOB f-pasnoxKeHHA HEKOTOPOrO 4ncna x (TeOopema 3), 
Yucao 8, Koadpuunente! S-pasnoxKenuA KOTOPOrO O6pasy10T nepnomnyeckyto nocne- 
AOBATEMbHOCTb, HasbipaeTcA f-yncnom. Uncno 2, KOTOPOe uMeeT KOHEYHOe 8-paanoenne, 
HasbiBaeTCA NpPOCTbIM f-4nCIOM. [\OKasbIBaeTCA, 4TO 6-4uCNa ABAAWOTCA anreGpan4yecKuMH, 
MX CONP*KEHbIe BCe NeKAT B Kpyre |z|< 2, famee npoctHie f-yncna ati NIOTHBI B HH- 


Teppane 1 < 8 < + 00 (reopema 5). anee nayyaetca tbynxynsa F(¢) — J400 dx (Teopemp 
6, 7 1 8). 


3AME4AHUA O MEPEMELUMBAIOJUMX NOCIEROBATEJIBHOCTAX 
JI. Cauecton (Pouetrep, CLA) 


Nyctp [Q, &, P] none eroareetce: Nyctb P(A|B) osHayaet ycnosuyto BepoaTHOCTL 
co6nitua A npu ycnosun B, 


Onpenenennue 1. A. Pensa [1] waapan nocneqosatenbuocth cobsiTHii A,€ 
nepemeuMBatoujeh C NAOTHOCTHIO Pp, ecaM ANA BcaAKOrO ME & c P(M) >0 umeem 
(1). lim P(A, |M)=p, 


N>+0 
rye O<p<1 4 p ne sapucut oT BbIGopa M, uw pOKasan, 4TO ecnu Ay—= 2 u 
2 lim P(A,|A,)=p npu k=0,1,2,..., 
( ) n>+o 


TO (1) UMeeT MECTO. 
ABTOp HaCTOAeH CTaTbH BBE (CM. [2]) CnegyrouMe OnpepenennaA: 


Onpenenenne 2. [ocnenosarenbuocts co6pitni A,€  waapipaetca (r, p)-paB- 
HOMEPHO pacnpepenenHOH, cau ana Bcakoro M€ C, aaa KoToporo P(M) >0, Bo BcaKot 
nognocaepoBatenbHocTn A, HawfeTCA Takada nopmnocnepOBaTenbHOcT, B,, 4uTO uMeeT MECTO- 

; lim P(B, ---B, |M)=p” 
(3) nyt F f 
Ny Ng Ny 

Onpegenenunue 3. Mocnenosatenbuocts co6prrua A,€ Cl Haspipaetca (r, p) nepe- 

MeCLUMBaHOlen, ecu 
lim P(A, --: 
(4) Ny >to > 


Ny Ngee Ny 


A,,,|M) =p" 


ABTOp OKasbIBaeT, 4TO TeOpema 2 paboTsr [1] A. PeHbu cnepyeT 48 neMMbI 4 pa- 
Oorn! [2] asropa. Jlanee OKasbIBaiOTCA Cnefyroulwe TEOPeMBbI: 

Teopema 4. [Ina rcaxoro r—2,3,... AAA TOTO, 4TOOBI NOCHeAOBaTeNbHOCTE A, 
6bina (r,p)-pPaBHOMepHO pacnpefeneHHoN, eh ixdailie M WOCTaTO4HO, 4TOOHI A, Oba ne- 
peMeWMBaIOWWeH C MAOTHOCTHIO p B CmpICNe A. Pe Hbu. 4 

Teopema 5. Ecau nocaegosatenbuocts {A,} ABaaeTca (7, p)-paBHOMepHO pacnpe- 
JeneHHOn, TO OHA ABIAeTCA TawKe (Ss, P)-PaBHOMePHO PacnpepeneHHOH C KAKALIM S >; 3TO 
He BCerfa BepHO AIA S< Tr. 


OB OHOUK PETY/IAPHOM MPOBJIEME BAPMALMOHHOrO MC4MCIIEHHA - 
A. Koma (Byganemr) . 


Onpeneaum onepaunio 


\ 


a ; : 
Hy] =| £9, + YM) ax 

By | 
B TaKOM Kj1aCCe HeMpepbIBHBIX cpyHKuHh y(x), rye NpCusBopHEle y (x) ((=1,...,2), Boo6bme 
rOBOps, WuWIb KyCOYHO HenpeppiBHbl. O dbyHKunH f mpeanonaraetca, 4TO OHA ABAKDbI He- 
npeppiBHo Aud@pepenunpyema. Torga — Kak ObilnO NOKAsAHO B [2] — B cayyae OTHOCHTeIb— 


Xil 


HOrO CHIbHOrO MHHAMyMa OHO M3 HeEOOXOAMMBIX YCIOBHM AMUIb TOra NepexoOgUT B OOBIK- 
HOBeHHOe AMdpepenumabHOe ypaBHeHue, CcaM MHHUMH3UpyroUlMe byHKuMH NO KpaiiHe mepe 
n-+1 pa3 nenpeppisno puddepenunpyempl. Hagopem peryaapHom onepalmio, 410 KOTOpOH 
KBagpaTH4Had dopma 


n 

> FOOOGHIs 4 YY) 8; 6; 

4,j=1 
NOAOKUTEMDHO ONPemeneHHa fA BCeX FONyCTMMbIX 3HayeHHH. B paboTe AOKasbIBaeTCA, 4TO 
peryaapHad OnepalnA MO*KET MPHHMMATh OTHOCHTEAHBIM CHIbHBIM MMHHMYM JIMUUb Ha n+ | 
pas Henpeppisno puddepenunpyembix cbyHkunax. Econ o cbyxkunn f npeqnonoxKuTb, 4TO 
oHa OONafaeT NPOUSBOAHBIMH UM BILE BTOPOrO MOpsAAKa, TO B Cay4Yae perymApHOM NpoOeMBI 
AA MMHMMUSHpyouleH qbyHKuMM MOyYaOTCA AanbHeMWHe yCnOBKA AudpepenuMpyemoOcTH. 


OB OJHOM MPOBJIEME I. AJIEKCHYA 
K. Tangopn (Ceren) 


Ilyctp {g,(x)} ecTbh cucTema qbyHKuMu, OpPTOHOPMHpOBaHHasd Ha OTpeske [4, 5D}. 
T. Anekcu4 foKasan Cnepyroulyio Teopemy:! 

Ecau fa NONOKMTeEAbHOM, MOHOTOHHO yObIBarouleM MOCHeEAOBATeMBHOCTH KOadpuL- 
eCHTOB {C;,} BbINOMHAeTCA yCOBHe 


@ Ch 
(1) Ss aan <_OO; 
fale 
TO OPTOrOHaNbHbIN pay, 
@o 
(2) . DS Cy P(X) 


k=0 
(C, 1)-cymmupyem noutn scopy ua [a, DB). 
Pan (2) HasbiBaeTCA O4eHb CHAbHO CyMMupyeMbIM Ha [a, 5], ecau cyuyecTByeT Taka 
MHTerpupyemad C KBapaTOM dpyHKunsa f(x), 4YTO AIA MOGOH NOCMeEAOBATEMbHOCTH MHACKCOB 
Vee < Hy, <+++ NOTH BCHOAY Ha [a, 5] 


hal? 8 . n 
> (f@)=s,,, 2 = 0(N) (°. (>a Fy «| 
n=l k=0 

Astop, AOKasbipan OnKy runotesy T. Ane KCH4a, NOKasbIBaeT, 4TO B Cnyyae NONO- 
KUTEbHOW, MOHOTOHHO yObiBaloulei MOCMeAOBaTeAbHOCTH KOadduunenToB {c,} HB yCnOBUA 
(1), Boo6me roBops, He CNe~yeT OYeHb CHAbHAA CyMMHpyeMOCTE psa (2). 

OTOT pesyrbTaT ABAAeETCA OGOOGUEHHEM OAHOH NpepbiAyuLe TeopembI aBTOpa.2 


1 G. Avexits, Ein Summationssatz fiir Orthogonalreihen, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 
7 (1956), crp. 5—9. 

2K. Tanpori, Uber die orthogonalen Funktionen. IV (Starke Summation), Acta Sci. 
Math. Szeged, 19 (1958), crp. 18—25, Satz 2. 


